ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — B varijanta
18. veljace 2014.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERE-

NSTVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI
NACIN.

Zadatak B-1.1. S koliko nula zavrsava broj N = 2%+ 322 — 92 — 27, ako je o = 999 9977
Prvo rjesenge.

Dani izraz mozemo zapisati u obliku
N =2*+32> 92 —27 = 2*(z+3) = 9(x+3) = (z+3)(2*—9) = (v +3)*(z—3) (3 boda)
Tada za x = 999 997 dobivamo

N = (999997 + 3)%(999 997 — 3) = 10'% - 999 994, (2 boda)
Sto znadi da broj N zavrSava s 12 nula. (1 bod)
Drugo rjesenge.
Ako je z = 999997 = 10° — 3, (1 bod)
tada je
N = (10° — 3)* + 3(10° — 3)* — 9(10° — 3) — 27 = (1 bod)
=10"%—9.10"” +27-10° =27 +3-10" — 18- 10° + 27 — 9 10° 4+ 27 — 27 =
=10"® —6-10"2 = (2 boda)
= 10"2(10° — 6) = 999994 - 10"2. (1 bod)
Broj N zavrSava s 12 nula. (1 bod)

22 — 20152 + 2014
Zadatak B-1.2. Koliko cjelobrojnih rjeSenja i jednadzb <0?
adata oliko cjelobrojnih rjesenja ima nejednadzba 501322 — 20137 =

Rjesenge.

Napisimo u obliku umnoska brojnik i nazivnik razlomka na lijevoj strani dane neje-

dnadzbe,

r? — 2014z — x + 2014 <0
2013z (z — 1) -
z(x —2014) — (x — 2014)
2013z(x — 1)
(x —2014)(z — 1) <0. (2 boda)
2013z(x — 1)

<0,




Za x # 01 x # 1 posljednja je nejednadzba ekvivalentna sljedecoj

— 2014
T <o (1 bod)
x

Slijedi

r—2014<0 i r—2014>0

ili

x>0 x <0
pa je rjesenje nejednadzbe interval (0,2014] \ {1}. (2 boda)
Unutar ovog intervala ima 2013 cjelobrojnih rjesenja dane nejednadzbe. (1 bod)

Zadatak B-1.3. Odredite ¢etveroznamenkasti broj koji je za 594 veci od broja kojeg do-
bijemo ako zamijenimo mjesta dvoznamenkastom pocetku i dvoznamenkastom zavrsetku
(prve dvije znamenke premjestimo na kraj). Razlika kvadrata dvoznamenkastog pocetka
i dvoznamenkastog zavrSetka danog broja iznosi 204.

Rjesenge.

Oznacimo dvoznamenkasti pocetak s =, a dvoznamenkasti zavrSetak s y. Tada vrijedi

z-100+y =y - 100 + z + 594,
99z — 99y = 594,

r—y==6 (2 boda)

i

x? — y? = 204,

(x —y)(x+y) =204

6(x +y) =204

r+y=34 (2 boda)
Rjesavanjem sustava

r—y=~06
{x +y=34

dobivamo x = 20, y = 14.
Trazeni je broj 2014. (2 boda)

Zadatak B-1.4. Na slici su cetiri kruznice koje se medusobno dodiruju. Dvije od njih
koje se ne dodiruju imaju zajednicko srediste. Dokazite da je povrSina podrucja oznacenih
s A jednaka povrsini podrucja oznacenih s B.

Rjesenge.



Neka su r i R redom polumjeri kruznica k; i ko, koje imaju zajednicko srediste S.

SrediSta svih kruznica su na istom pravcu pa kruznica ks (sa srediStem u S3) ima polumjer
$(R+r), a kruznica ky (sa sredistem u S;) ima polumjer (R —r). (2 boda)

Tada podrucja oznatena s A imaju povrsinu

A= (%(R+r)>27r—r2w+ (%(R—r))gﬂ =

1 1 1 1 1 1
= (ZRQ + §R7’+ ZT2 —r’+ ZRQ - §Rr+ ZTQ) =

1

SR —r)m (2 boda)

Tada podruéja oznacena s B imaju povrsinu

B = R’r — (%(R+T>)27T— (%(R—r)>27r: % (R*=r*)m

Dakle A = B. (2 boda)

Zadatak B-1.5. Sundica, Franka i Dora ocijenjene su iz matematike s tri razli¢ite ocjene:
3, 41 5. Neven je pokusao odrediti njihove ocjene: "Dora je dobila 3, Franka nije dobila
3, a Suncica nije dobila 5.” Dora mu na to odgovori: "Rekao si istinu samo za jednu od
nas” Koje su ocjene dobile Suncica, Franka i Dora?

Rjesenge.

Ako pretpostavimo da je Neven pogodio samo Dorinu ocjenu, onda slijedi da su Suncica
i Franka dobile istu ocjenu (3), $to je nemoguce. (2 boda)

Nemoguca je pretpostavka i da Franka nije dobila 3, jer u tom slu¢aju ni jedna ucenica
nije dobila 3. (2 boda)

Neven je pogodio samo da Suncica nije dobila 5. Kako su ostale pretpostavke netocne,
slijedi da je Franka dobila 3, a Dora nije dobila 3. (1 bod)



Trazeni je odgovor - Franka je dobila 3, Suncica 4, a Dora 5. (1 bod)

Zadatak B-1.6. Koliko ima uredenih parova cijelih brojeva z, 3,0 < oz < y < 10°
takvih da je njihova aritmeticka sredina to¢no za 8 veca od geometrijske sredine tih
brojeva. (Geometrijska sredina brojeva a i b je broj va - b.)

Rjesenge.

Tty

] (1 bod)
r+y =16+ 2/zy,
(Va)* = 2v/zy + (Vi)* = 16,
(Vz — ) = 16. (2 boda)
Kako je 0 < z <y < 10%, slijedi 0 < /z < \/y < 1000 i (2 boda)

Vi—Vr=4= y=+vr+4 (2 boda)

Zadatak svodimo na odredivanje broja uredenih parova

(n,n+4), n € Ntd. jen+4<1000.

n | nt4

1 5

2 6
994 | 998
995 | 999

Iz tablice se moze vidjeti da je takvih uredenih parova to¢no 995, a tada je 995 i parova
brojeva (x,y) jer

r=n%y=(Mn+4)?i0<n®<(n+4)?<10° (3 boda)

Zadatak B-1.7. Ivan i Nenad skupljaju kovanice od 2 i 5 kuna svaki u svojoj kasici.
Nakon godinu dana otvorili su kasice i prebrojali kovanice. Zajedno su skupili 280 kovanica
po 2 kune. U Ivanovoj kasici 60% svih kovanica ¢ine kovanice od 2 kune, a u Nenadovoj je
kasici dvostruko vise kovanica od 2 kune nego onih od 5 kuna. Ukupna vrijednost novca
iz obje kasice zajedno iznosi 1360 kuna. Kolika je vrijednost novca iz Ivanove kasice, a
kolika iz Nenadove?

Rjesenge.

Uvedimo sljedece oznake:
x1 - broj kovanica od 2 kn u Ivanovoj kasici



y1 - broj kovanica od 5 kn u Ivanovoj kasici
Zo - broj kovanica od 2 kn u Nenadovoj kasici
Yo - broj kovanica od 5 kn u Nenadovoj kasici

Tada vrijedi

T+ o = 280,
z1 = 0.6(z1 +y1),
To = 2927
2(x1 + x2) + 5(y1 + y2) = 1360. (3 boda)
Iz prve dvije jednadzbe slijedi x5 = 280 — x1, y; = %xl, (1 bod)
pa je y, = %IQ =140 — 324, (1 bod)
Sto uvrStavanjem u posljednju jednadzbu daje
2 1
2-280+5 (§x1 + 140 — §x1> = 360. (1 bod)
Slijedi
2 1
5) (gxl + 140 — §I1> = 800
2 + 140 L= 160
37! 2"
Tada je
T9 = 280 — z1 = 160,
2
Y1 = gﬂfl = 80,
1
Y2 = 5% = 80. (2 boda)

Vrijednost Ivanova novca je 120 - 2 + 80 - 5 = 640 kn, a vrijednost Nenadova novca je
160 -2 480 - 5 = 720 kn. (2 boda)
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Zadatak B-2.1. Odredite apsolutnu vrijednost kompleksnog broja z za koji vrijedi
z 2z

- — 5.
1+2i 1-2i

Rjesenge.

Neka je z = x + yi. Nakon mnoZenja dane jednadzbe s (1 — 2¢)(1 + 2i) dobivamo

(x —yi)(1 —2i) — 2(z +yi)(1 + 2i) = 25 (1 bod)
— o — 6xi — 3yi + 2y =25 (1 bod)
pa slijedi
—x+2y =25
—6x — 3y = 0. (2 boda)
[z ovog sustava slijedi da je y = 10, a z = —5. (1 bod)
Dakle, z = —5 + 10i, odnosno |z| = 5v/5. (1 bod)

Zadatak B-2.2. Na kruZnici polumjera 9 cm nalazi se srediste druge kruznice, polumjera
6 cm. Odredite duljinu zajednicke tetive tih dviju kruznica.

Rjesenge.

(1 bod)



[zra¢unajmo prvo pomocé¢u Heronove formule povrsinu trokuta ABC'.

g 2F9F6 o

2
P=+12-3-3-6 = 18V2cm? (2 boda)

Povrsina trokuta ABC se moze rac¢unati i kao

_|AB|-wv
2

P

pa slijedi da je visina trokuta ABC

2P 2-18v2

v

(2 boda)

Tada duljina zajednicke tetive C'D iznosi 2v = 8v/2cm. (1 bod)

Zadatak B-2.3. Andrea i Mirela se pripremaju za natjecanje iz matematike. Kada ih je
njihov profesor pitao koliko su zadataka jucer rjesile, nisu mu izravno odgovorile. Saznao
je samo da je Andrea rijesila manje zadataka od Mirele, a svaka je rijesila barem jedan
zadatak. Kazale suida je umnozak broja zadataka koje je rijeSila Andrea i broja zadataka
koje je rjesila Mirela uvecan za njihov zbroj jednak 59. Koliko je zadataka rijesila Andrea?
Koliko je razli¢itih odgovora na to pitanje?

Rjesenge.

Neka je x broj zadataka koje je rijesila Andrea, a y broj zadataka koje je rijesila Mirela,
gdje je x < y. Tada se zadatak svodi na rjeSavanje jednadzbe

ry+x+y=>59 (1 bod)
koju mozemo zapisati u obliku
ry+x+y+1=060, (1 bod)
odnosno
(x+1)(y+1) = 60. (1 bod)
Rastav broja 60 na proste faktore je 60 =22-3-5 (1 bod)

pa je broj njegovih djelitelja 12. Kako je x < y imamo 6 moguc¢nosti napisati broj 60 kao
umnozak dva prirodna broja,

1-60,2-30,3-20,4-15,5-12,6 - 10.

Kako je x # 0 slijedi da je Andrea mogla rjesiti 1, 2, 3, 4 ili 5 zadataka, odnosno, postoji
5 razlic¢itih odgovora na to pitanje. (2 boda)

Zadatak B-2.4. Za funkciju f(z) = 2% — bz + ¢ vrijedi da je f(5 —x) = f(5 + z) za
svaki x € R. Za koje realne brojeve b i ¢ umnozak f(1)- f(2) ima minimalnu vrijednost?



Rjesenge.

[z jednakosti f(5 —z) = f(5+ x) zaklju¢ujemo da je xo = 5 ako je (zo, f(xo)) tjeme grafa
dane kvadratne funkcije. (2 boda)

Slijedi
_7:5;»19:10. (1 bod)

Tada je umnozak

fA)-f2)=1—-b+c)(4—-2b+c¢) =
=(-9+¢)(~-16+c) =
= ¢* — 25¢ + 144 (1 bod)

kvadratna funkcija koja poprima minimalnu vrijednost za ¢ = 2. (2 boda)

Zadatak B-2.5. Ako su z; i x5 rjeSenja jednadzbe 22 +2013z+1 = 0, a y; i ¥ rjesenja
jednadzbe x24-2014x+1 = 0 izracunajte vrijednost izraza (z1—y1)(z2—y2) (21 —y2) (T2 —1y1).

Rjesenge.

Prema Vieteovim formulama vrijedi

T1+ X9 = —2013, Ty - Tg = 1
1 +ye=—2014, 91 -y =1 (2 boda)

U danom ¢emo izrazu prvo pomnoziti prvu i tre¢u te drugu i ¢etvrtu zagradu te primjeniti
prethodne jednakosti.

(21 — 1) (w2 — y2) (21 — o) (22 — 1) =

= (5’3? —T1Y2 — Ty + 3/13/2) (:vg — TaY1 — T2Y2 + yﬂ/z) =
= (¢ — 21(y1 + v2) + 1ye) (25 — 22(y1 + v2) + Y192) = (2 boda)
= (27 4+ 2014z, + 1) (23 4 2014zy + 1) =

= (21 + 201321 + 1 +a1) (25 + 201325 + 1 +12)

(.

0 0
=1 Ty = 1 (2 bOda)

Zadatak B-2.6. Neka je tocka C' vrh pravog kuta u pravokutnom trokutu ABC. Na
stranici AC' odabrana je tocka D tako da je ¥ ABD = ¥ BAD = a. Duljina stranice
AB iznosi 8 cm, a duljina duzine AD iznosi 5 cm. Odredite duljine duzina BC i CD te
dokazite da za kut a vrijedi

sin(2a) = 2sin « cos a.

Rjesenge.



Trokut ABD je jednakokra¢an trokut i neka je DE njegova visina na osnovicu AB. Kut
4 BDC je vanjski kut trokuta ABD i njegova je mjera 2.

Slika i/ili obrazlozZenje. (2 boda)

Tada vrijedi
|BD| = |AD| = 5cm, |ED| = 3cm, |AE| = 4cm.

Iz trokuta AED slijedi

3 4
sina = 5 cosa = (2 boda)
Analogno iz trokuta ABC slijedi
5
sina:m,cosa: o (2 boda)
8 8
Iz posljednje dvije jednakosti slijedi da je
m 3 5+n 4
8 5 8 5
Tada je
24 7
m = —-em, n = pem. (2 boda)
Slijedi
24 3 4
Sin(Qa):g:%:2-5-32281HQCOS&. (2 boda)

Zadatak B-2.7. Odredite vrijednost parametra m € 7Z za koji kvadratna jednadzba
(m—1z*+2m -1z +3=0

ima racionalna rjesSenja.

Prvo rjesenge.

Da bi rjeSenja kvadratne jednadzbe bila racionalna njezina diskriminanta mora biti kvadrat
nekog cijelog broja. Neka je to k2.

D=2m-1?2—4(m—1)-3 =4m* — 16m + 13

4m? — 16m + 13 = k2. (2 boda)



Rijesimo dobivenu kvadratnu jednadzbu po m.

4m? —16m + 13 —k* =0
16 £ /256 — 16(13 — k?)

m172 = 8 —=
16 &= V48 + 16k

8 =
16+ 4V3 R

8
e
===

Rjesenje je cijeli broj samo ako je 3 + k? kvadrat nekog cijelog broja, odnosno

3+ k% =n?
n* — k* =3,

(n—k)n+k)=1-3,
Sto je moguce samo za
n—k==1 i n—k==3
ili
n+k==3 n+k==+l1.
Iz ovih sustava i uz uvjet n? > k?, proizlazi da je k? = 1.
Tada je m =1 ili m = 3.

Za m =1, jednadzba nije kvadratna pa je jedino rjeSenje m = 3.

Drugo rjesenge.
Analogno kao i u prvom rjeSenju D = 4m? — 16m + 13 = k2.
Jednadzbu 4m? — 16m + 13 — k? = 0 moZemo zapisati kao

am? —16m+16—-3—k* =0
(2m —4)* —k* =3
(2m—4—k)(2m—4+k) =3.

Kako su m i k cijeli brojevi slijedi

2m —4 -k ==£1 i 2m —4 —k = =£3
ili
2m —4+ k=43 2m — 4+ k = +£1.

Rjesavanjem ovih sustava dobivamo da je je m =1 ili m = 3,

ali za m = 1 jednadzba nije kvadratna pa je jedino rjeSenje m = 3.

(2 boda)

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)
(1 bod)
(1 bod)

(2 boda)

(3 boda)

(2 boda)

(2 boda)
(1 bod)
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sin x )
ako je ctg 5 = i

Zadatak B-3.1. Odredite vrijednost izraza 5

2—3cosx

Prvo rjesenge.

sinx 2sin 5 cos 3
2—3C03x:2( 2£+'2£)_3( Qz_-gz) (2 boda)
2sin £ cos 2

= 2 __2 (2 boda)

— cos? 5+5 sin? 5

Podijelimo li u posljednjoj jednakosti brojnik i nazivnik sa sin? 5 slijedi

sin x 2ctg 5 1 4
— = =, 2 bod
2—3cosx —ctg®f 45 —}1+5 19 (2 boda)
Drugo rjesenge.
Iz ctg? £ = 1 slijedi
1+cosz 1
I 2 bod
1—cosz 4’ (2 boda)
odnosno
cosxT = —— (1 bod)
Tada je
9 16
nr=1- — = —.
sin” x 55 = 9¢

Kako je ctgZ = 1 slijedi da je £ € (0,%) U (m, &). Tada je = € (0,7), a kako je sinus

pozitivan na tom intervalu slijedi

W

sinz = — (2 boda).

ot

Trazeni izraz ima vrijednost

sinx

(SIS
=~

2—3cosx 2+

o
—_
Ne}

Zadatak B-3.2. Rijesite jednadzbu 2 - 820147 — 3. 42014 _ 3. 920ldz 4 o _ (),



Rjesenge.

9.8201x _ 3 420Uz _ g 920z 4 o _

Uvodimo zamjenu 22014 = ¢,
Tada je 213 — 3t — 3t +2 = 0. (1 bod)

Dobili smo simetri¢nu jednadzbu tre¢eg stupnja. Nakon grupiranja slijedi

2t +1) = 3t(t+1) =0

2+ 1)(t* —t+1) = 3t(t+1) =0 (1 bod)
(t+1)(2t> =2t +2 — 3t) = 0,

(t+1)(2t* =5t +2) =0,

t:—lilit:2ilit:%. (1 bod)
Kako je 22°* uvijek pozitivno, moguca su samo rjeSenja t = 2ili t = 3. (1 bod)
Tada je 2201 = 2 ili 22017 = 1 odnosno
2014z =1 ili 20142 = —1.
Rjesenja su dakle 2 = 507 i @ = 5515 (2 boda)

Zadatak B-3.3. Odredite sve cijele brojeve k za koje jednadzba z?°'* + k22 4+ 36 = 0
ima barem jedno cjelobrojno rjesenje.

Prvo rjesenje.

Neka je zy cjelobrojno rjesenje jednadzbe z%°* + k2% + 36 = 0.

Tada je k = —a3% — 3. (1 bod)
0

Da bi k bio cijeli broj #3 mora biti djelitelj broja 36, (2 boda)

odnosno z2 € {1,4,9,36}. (1 bod)

)

Slljedl ke {_37’ _41006 . 9, _91006 o 47 _361006 _ 1} (2 boda

Drugo rjesenje.

Ako jednadzba ima cjelobrojno rjesenje xo ono mora biti djelitelj slobodnog ¢lana, u ovom

slu¢aju broja 36. (2 boda)
Ispitamo li redom sve djelitelje slobodnog ¢lana, {£1,+2, £3, +4, 46, £9, +12, £18,+36}
(dovoljno je uzeti pozitivne zbog parnosti), dobivamo traZena rjeSenja. (4 boda)

Zadatak B-3.4. Lovro je napisao na plo¢u 40 cijelih brojeva, od kojih je 13 neparnih.
Jakov izbriSe dva od napisanih brojeva i dopiSe zbroj njihovih kvadrata. Operaciju pona-
vlja sve dok na plo¢i ne ostane samo jedan broj. Je li zadnji broj paran ili neparan?



Rjesenge.

Promotrimo §to se dogada s ukupnim brojem neparnih brojeva nakon svakog izvodenja
dane operacije. Ako je Jakov izbrisao dva parna broja, zbroj njihovih kvadrata je paran,
pa je broj neparnih brojeva ostao isti. (2 boda)

Ako je Jakov obrisao dva neparna broja, zbroj njihovih kvadrata je paran broj, pa se tada
broj neparnih brojeva smanjio za dva. (1 bod)

Ako je Jakov obrisao jedan paran i jedan neparan broj, zbroj njihovih kvadrata je neparan,
pa je broj neparnih brojeva ostao isti. (1 bod)

Nakon svakog ponavljanja dane operacije broj neparnih brojeva se ili smanji za dva ili
ostaje isti. To znac¢i da na kraju, ako je pocetni broj neparnih brojeva 13, mora ostati
jedan neparan broj. (2 boda)

Zadatak B-3.5. Rijesite nejednadzbu

1

xlee -logx < 1.

Rjesenge.

Nejednadzba ima smisla za z > 01 z # 1. (1 bod)

Logaritmiranjem dane nejednadzbe dobivamo

log z + log(log z) < log1, (1 bod)
log x
1 + log(log z) < 0,
log(logz) < —1. (1 bod)
Slijedi
logz < — (1 bod)
BT =1
z <100 = Y10 (1 bod)

Zbog uvjeta x > 0 i x # 1, rjeSenje dane nejednadzbe je

z € (0,1) U (1, V10) = (0, V10) \ {1}. (1 bod)

Zadatak B-3.6. Ako za stranice a, b i redom njihove nasuprotne kutove «, 8 trokuta
ABC vrijedi
(a® 4 b*) sin(a — B) = (a® — b*) sin(a + B),

onda je trokut ABC jednakokracan ili pravokutan. Dokazite!

Rjesenge.



(a® 4 b*) sin(a — B) = (a® — b*) sin(a + B),

(a® 4 b*)(sinacos B — cos asin B) = (a® — b*)(sin a cos B + cos asin 3)

2% sin o cos 3 = 2a” cos asin 3 (2 boda)
Iz poucka o sinusu slijedi a = b:l;—n; (2 boda)
Tada je
5 . bsina\” _
b*sin v cos 8 = - cos asin 3,
sin 3
Sto nakon sredivanja daje
sin fcos B = sinacosa, tj. sin(28) = sin(2q). (2 boda)
Odatle slijedi
283 = 2a ili 28 = 180° — 2a, (2 boda)
odnosno
B=ailif+a=90
Sto znadi da je trokut ABC' jednakokracan ili pravokutan. (2 boda)

Zadatak B-3.7. Dok je postavljala stol za veceru, majka je smislila zadatak kojim ¢e
pridobiti Matka da joj pomogne. Treba rasporediti Sest jednakih podmetaca u obliku
pravokutnika uz rub okruglog stola polumjera 8 dm. Sirina svakog podmetaca je 2 dm,
a duljina x dm. Dva vrha svakog podmetaca, koji su krajnje tocke one stranice koja
ima duljinu x, nalaze se na samom rubu stola. Svaka dva susjedna podmetaca imaju
zajednicki vrh - onaj koji nije na rubu stola. Matko treba izra¢unati duljinu podmetaca
x. Koji broj treba dobiti?

Rjesenge.




Slika - moze i bez oznaenog polumjera AO i OD. (2 boda)

Unutrasnji vrhovi svih pravokutnika odreduju pravilan Sesterokut pa je mjera kuta < C' DO

60°. (1 bod)
Tada mjera kuta 4 ADO iznosi 90° + 60° = 150°. (2 boda)
Primjenimo poucak o kosinusu na trokut ADO,

82 =224 2% —-2-2-1-cos150° (2 boda)
Tada je 64 = 4 + 22 + 22/3, (1 bod)

tj. 22 + 22v/3 — 60 = 0.
Pozitivno rieSenje ove jednadzbe je © = —v/3 + 3v/7 dm. (2 boda)
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Zadatak B-4.1. Odredite prirodne brojeve k i n takve da vrijedi

Oy

gdje je n najve¢i moguéi broj s danim svojstvom.
Rjesenge.

[zracunajmo lijevu stranu dane jednakosti.

((3)N! _ (6)! _ 7200 _ 720 - 719!

= =120 - 719! 3 bod
3! 6 6 6 (3 boda)
Tada je jednakost
120- 719! =k - n!
ispunjena za sve n = 1,...,719 1 pripadajué¢i k. Buduéi da trazimo najveéi moguéi n,
slijedi
k=120, n = 719. (3 boda)

Napomena. Ako nema komentara da dana jednakost ima viSe rjeSenja smanjiti 1 bod.

Zadatak B-4.2. Odredite broj stranica mnogokuta kojima je mjera najmanjeg kuta
132°, a svaki je slijedeé¢i kut za 2° vedi.

Rjesenge.

Mjere kutova ¢ine aritmeticki niz kojemu je a; = 132°, d = 2. (1 bod)
Zbroj n clanova aritmetickog niza je S = §(2a; + (n — 1)d) = n(131 +n). (1 bod)
Zbroj svih kutova u mnogokutu je S = (n — 2) - 180. (1 bod)
Tada iz n(131 +n) = (n — 2) - 180, slijedi n* — 49n + 360 = 0. (1 bod)

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su ny = 9, ny = 40. Dakle, mnogokut moze imati 9 ili
40 stranica. U mnogokutu s 40 stranica ¢e zbog uvjeta zadatka jedan kut biti 180°, pa

takav mnogokut nije rjesenje. (2 boda)
Zadatak B-4.3. Za koje ¢e prirodne brojeve n vrijednost izraza L -
V5-2v6  /5+2V6

biti racionalan broj?



Rjesenge.

11
V5-2v6 /5426

V26— V5 -2V6

T V-2 vVsias

V5426 V526
V25 — 24

— /54 2v6 - \/5- 2v6. (2 boda)

Odredimo vrijednost broja z =

Uoc¢imo da je x > 0. Tada je

z? = (\/5+2\/6—\/5—2\/6>2:

:5+2\/6—2\/5+2¢6\/5—2\/6+5—2¢6: (1 bod)
=38
Kako je 2 > 0 slijedi 2 = v/8 = 22. (2 boda)
Tada je broj 2" = <2%> racionalan ako i samo ako je n paran broj. (1 bod)

Zadatak B-4.4. Niz realnih brojeva dan je sljede¢om formulom z,,; = "x—tl, za sve
n > 1, pri ¢emu je x; = 123456789. Koliko je x1 - w9 - 18 - T19 - T5o - 537

Rjesenge.

Uoc¢imo da iz dane jednakosti slijedi

Ty Tpy1 =n+1, zasven > 1. (2 boda)
Tada je T To = 2, T18 - 19 = 19, T59 * T3 = 53 (2 boda)
pa je L1 T2 T18 *T19 * T52 * Tp3 = 2-19-53 = 2014. (2 boda)

Zadatak B-4.5. Odredite jednadzbu krivulje po kojoj "putuje" tocka A, ako je njezina
udaljenost od ishodista uvijek dvostruko manja od njezine udaljenosti od toc¢ke T'(3,6).

Prvo rjesenge.

Neka je A(z,y) 1 O(0,0). Tada je
2|A0| = |AT], (1 bod)

2V/22 + 12 =/(z—3)>+ (y — 6)°, (1 bod)
(2 + ) = 2® — 62+ 9+ y* — 12y + 36,
32% 4+ 3y% + 62 + 12y — 45 = 0. (1 bod)




Podijelimo danu jednakost s 3. Tada je

4y 20 4+4y —15=0
420+ 1+ +4y+4—-15-1-4=0

(x4 1)*+ (y +2)* = 20. (2 boda)
Dakle, totka A putuje po kruznici (z + 1) + (y + 2)? = 20. (1 bod)
Drugo rjesenge.
Tocka B(1,2) se nalazi na 3 udaljenosti izmedu ishodista i tocke A. (1 bod)

Tocka A putuje po kruznici ¢ije je srediste tocka simetri¢na to¢ki B s obzirom na ishodiste
S(—1,-2).

(z+1)°+ (y+2)° =1 (2 boda)
r=|AS| = V20 (1 bod)
Dakle, rjeSenje je kruznica: (z + 1)% + (y + 2)? = 20. (2 boda)
Zadatak B-4.6. Spremnik za tekué¢inu ima oblik uspravnog kruznog stosca kojemu

je visina 12 cm, a polumjer baze 5 cm. Ako u spremnik ulijemo tekuéinu i drzimo ga
(zatvorenog) tako da mu je vrh prema dolje, a baza u horizontalnom poloZzaju, dubina
ulivene tekuéine je 9 cm. Koliko cm? tekuéine treba jos doliti u spremnik tako da dubina
tekuéine bude 9 c¢m i u sluc¢aju kad je spremnik okrenut vrhom prema gore (a baza je u
horizontalnom polozaju)?

Rjesenge.

(1 bod)



Neka je vrh stosca prema dolje kao $to je kod stosca lijevo na slici. Polumjer baze stosca
i polumjer z (na visini 9 em) su omjeru kao dubina tekué¢ine i visina stosca,

T 9 3

k F =13~ 1 (1 bod)
Tada su obujam tekuc¢ine V; i obujam cijelog stosca V' u omjeru
Vi, (3\% 21
S =(Z) ==, 1
7 k (4) ol (1 bod)
Slijedi da je obujam ulivene tekuéine
27
‘/1 - 6_4‘/,
a obujam dijela stosca bez tekuéine je
27 37
—V-v==__v 2
Vo=V 64V 64V (2 boda)

Promotrimo sada slucaj kada je vrh stoSca prema gore kao $to je kod stoSca desno na slici.

Tekucina koju smo ulili na pocetku zauzima obujam V; = gV, obujam tekuéine koju
treba doliti do visine 9 cm oznacit ¢emo s V; i obujam dijela stosca koji je bez tekuéine s
V3. Kao i u prvom slucaju zakljucujemo da je

3
- () - x

pa slijedi
1
Vs = 6—4V (2 boda)
Trazeni obujam mozemo izracunati iz
36 9 .
Vi=Vo—-Vs=—V==—V({iV,=V -V, - Vj3). (2 boda)
64 16
Kako je obujam danog stosca
r’m 3
V:T~h:1007rcm ,
slijedi
225
Vi= 47Tcm3. (1 bod)

Zadatak B-4.7. Ako je n € N, dokazite sljede¢u jednakost

1 1 1 1
log (1 + I>+2 log (1 + §>+3log (1 + §>+ ..+nlog (1 + 5) = (n+1)log(n+1)—log ((n + 1)!)

Prvo rjesenge.



1 1 1 1
log(l—i-I)+210g(1+§>+3log(1+§>+...+nlog<1+ﬁ> =
2 3 4 1
=log|—-)+2log|=)+3log|=-|+...+nlog A
1 2 3 n

(1 bod)

=log2 —log1l+2log3 —2log2+3log4d —3log3+...+nlog(n+1) —nlogn =

=nlog(n+1) —log2 —log3 — ... —logn =

=nlog(n+1) — (log2 +log3+ ... +1logn) =

=nlog(n+1) +log(n+1) — (log2 +log3 + ... +logn +log(n+ 1)) =
=(m+1)log(n+1)—1log(2-3-...-n-(n+1)) =
=(n+1)log(n+1)—log((n+ 1)!)

Drugo rjesenge.

1 1 1 1
log(l—i—I)+210g(1+§>+310g<1+§>—|—...+nlog<1+ﬁ>:
VA 1\? I 1\"

=1 I+-)-(1+=) - (1+=) ..o [ 1+—

g (258 ey
:lg(%%% L <n+1>n):
:kg(% m+¢v)—

_1og( n;}):n- inJ 1)) _

=log(n + 1)" —log((n + 1)!) =
= (n+1)log(n+1) —log((n + 1)!)

Trece rjesenje.

Dokaz matematickom indukcijom.

1. Provjera tvrdnje za n = 1.

1
log (1 + I) = (14 1)log(l+ 1) —log(2!) = log2 = 2log2 — log 2

(2 boda)
(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)
(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(2 boda)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)
(1 bod)



Sto je istinita jednakost. (2 boda)

. Pretpostavimo da tvrdnja

1 1 1 1
log (1 + I>+2 log (1 + 5)-1—3 log (1 + §)+ ..+nlog (1 + ﬁ) = (n+1)log(n+1)—log ((n + 1)!)

vrijedi za neki n € N i dokazimo da tada vrijedi i za n + 1, odnosno da vrijedi:

1 1 1 1 1
log <1+I) + 2log (1—1—5) + 3log (1—1—5) +...+nlog (14—5) + (n+1)log (1+?)

= (n+2)log(n +2) —log ((n + 2)!) (2 boda)

Ako primjenimo pretpostavku na prvih n ¢lanova s lijeve strane i dodamo (n+1)-vi
¢lan dobivamo redom:

(n+1)log(n+1) —log ((n+ 1)) + (n+ 1) log (1 + %) = (1 bod)
=(n+1)log(n+1)—log((n+ 1))+ (n+1)log (Z 1 f) =
=(n+1)log(n+1) —log((n+ 1)) + (n+1)log(n+2) — (n+1)log(n + 1) =
(1 bod)
(n+1)log(n+2) —log((n+1)!) =
= (n+1)log(n+2)+ log( 2) —log(n +2) —log((n+ 1)!) = (2 boda)
= (n+2)log(n+2) —log((n+ 1) (n+2)) =
(n+2)log(n+2) — log((n + 2)!) (1 bod)

Time smo dokazali da dana tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n. (1 bod)



