
�UPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred � srednja ²kola � B varijanta

18. velja£e 2014.

UKOLIKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJE�AVANJA ZADATKA, POVJERE-
NSTVO JE DU�NO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU�I
NA�IN.

Zadatak B-1.1. S koliko nula zavr²ava broj N = x3 +3x2−9x−27, ako je x = 999 997?

Prvo rje²enje.

Dani izraz moºemo zapisati u obliku

N = x3+3x2−9x−27 = x2(x+3)−9(x+3) = (x+3)(x2−9) = (x+3)2(x−3) (3 boda)

Tada za x = 999 997 dobivamo

N = (999 997 + 3)2(999 997− 3) = 1012 · 999 994, (2 boda)

²to zna£i da broj N zavr²ava s 12 nula. (1 bod)

Drugo rje²enje.

Ako je x = 999 997 = 106 − 3, (1 bod)

tada je

N = (106 − 3)3 + 3(106 − 3)2 − 9(106 − 3)− 27 = (1 bod)
= 1018 − 9 · 1012 + 27 · 106 − 27 + 3 · 1012 − 18 · 106 + 27− 9 · 106 + 27− 27 =

= 1018 − 6 · 1012 = (2 boda)
= 1012(106 − 6) = 999994 · 1012. (1 bod)

Broj N zavr²ava s 12 nula. (1 bod)

Zadatak B-1.2. Koliko cjelobrojnih rje²enja ima nejednadºba
x2 − 2015x+ 2014

2013x2 − 2013x
≤ 0?

Rje²enje.

Napi²imo u obliku umno²ka brojnik i nazivnik razlomka na lijevoj strani dane neje-
dnadºbe,

x2 − 2014x− x+ 2014

2013x(x− 1)
≤ 0,

x(x− 2014)− (x− 2014)

2013x(x− 1)
≤ 0,

(x− 2014)(x− 1)

2013x(x− 1)
≤ 0. (2 boda)
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Za x 6= 0 i x 6= 1 posljednja je nejednadºba ekvivalentna sljede¢oj

x− 2014

x
≤ 0. (1 bod)

Slijedi {
x− 2014 ≤ 0

x > 0
ili

{
x− 2014 ≥ 0

x < 0

pa je rje²enje nejednadºbe interval 〈0, 2014] \ {1}. (2 boda)

Unutar ovog intervala ima 2013 cjelobrojnih rje²enja dane nejednadºbe. (1 bod)

Zadatak B-1.3. Odredite £etveroznamenkasti broj koji je za 594 ve¢i od broja kojeg do-
bijemo ako zamijenimo mjesta dvoznamenkastom po£etku i dvoznamenkastom zavr²etku
(prve dvije znamenke premjestimo na kraj). Razlika kvadrata dvoznamenkastog po£etka
i dvoznamenkastog zavr²etka danog broja iznosi 204.

Rje²enje.

Ozna£imo dvoznamenkasti po£etak s x, a dvoznamenkasti zavr²etak s y. Tada vrijedi

x · 100 + y = y · 100 + x+ 594,

99x− 99y = 594,

x− y = 6 (2 boda)
i
x2 − y2 = 204,

(x− y)(x+ y) = 204

6(x+ y) = 204

x+ y = 34. (2 boda)

Rje²avanjem sustava {
x− y = 6

x+ y = 34

dobivamo x = 20, y = 14.

Traºeni je broj 2014. (2 boda)

Zadatak B-1.4. Na slici su £etiri kruºnice koje se me�usobno dodiruju. Dvije od njih
koje se ne dodiruju imaju zajedni£ko sredi²te. Dokaºite da je povr²ina podru£ja ozna£enih
s A jednaka povr²ini podru£ja ozna£enih s B.

Rje²enje.
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Neka su r i R redom polumjeri kruºnica k1 i k2, koje imaju zajedni£ko sredi²te S.

Sredi²ta svih kruºnica su na istom pravcu pa kruºnica k3 (sa sredi²tem u S3) ima polumjer
1
2
(R + r), a kruºnica k4 (sa sredi²tem u S4) ima polumjer 1

2
(R− r). (2 boda)

Tada podru£ja ozna£ena s A imaju povr²inu

A =

(
1

2
(R + r)

)2

π − r2π +

(
1

2
(R− r)

)2

π =

=

(
1

4
R2 +

1

2
Rr +

1

4
r2 − r2 +

1

4
R2 − 1

2
Rr +

1

4
r2
)
π =

=
1

2
(R2 − r2)π (2 boda)

Tada podru£ja ozna£ena s B imaju povr²inu

B = R2π −
(

1

2
(R + r)

)2

π −
(

1

2
(R− r)

)2

π =
1

2

(
R2 − r2

)
π

Dakle A = B. (2 boda)

Zadatak B-1.5. Sun£ica, Franka i Dora ocijenjene su iz matematike s tri razli£ite ocjene:
3, 4 i 5. Neven je poku²ao odrediti njihove ocjene: �Dora je dobila 3, Franka nije dobila
3, a Sun£ica nije dobila 5.� Dora mu na to odgovori: �Rekao si istinu samo za jednu od
nas� Koje su ocjene dobile Sun£ica, Franka i Dora?

Rje²enje.

Ako pretpostavimo da je Neven pogodio samo Dorinu ocjenu, onda slijedi da su Sun£ica
i Franka dobile istu ocjenu (3), ²to je nemogu¢e. (2 boda)

Nemogu¢a je pretpostavka i da Franka nije dobila 3, jer u tom slu£aju ni jedna u£enica
nije dobila 3. (2 boda)

Neven je pogodio samo da Sun£ica nije dobila 5. Kako su ostale pretpostavke neto£ne,
slijedi da je Franka dobila 3, a Dora nije dobila 3. (1 bod)
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Traºeni je odgovor - Franka je dobila 3, Sun£ica 4, a Dora 5. (1 bod)

Zadatak B-1.6. Koliko ima ure�enih parova cijelih brojeva x, y, 0 < x < y < 106

takvih da je njihova aritmeti£ka sredina to£no za 8 ve¢a od geometrijske sredine tih
brojeva. (Geometrijska sredina brojeva a i b je broj

√
a · b.)

Rje²enje.

x+ y

2
= 8 +

√
xy, (1 bod)

x+ y = 16 + 2
√
xy,

(
√
x)2 − 2

√
xy + (

√
y)2 = 16,(√

x−√y
)2

= 16. (2 boda)

Kako je 0 < x < y < 106, slijedi 0 <
√
x <
√
y < 1000 i (2 boda)

√
y −
√
x = 4⇒ √y =

√
x+ 4. (2 boda)

Zadatak svodimo na odre�ivanje broja ure�enih parova

(n, n+ 4), n ∈ N t.d. je n+ 4 < 1000.

n n+4
1 5
2 6
. .
. .
. .

994 998
995 999

Iz tablice se moºe vidjeti da je takvih ure�enih parova to£no 995, a tada je 995 i parova
brojeva (x, y) jer

x = n2, y = (n+ 4)2 i 0 < n2 < (n+ 4)2 < 106. (3 boda)

Zadatak B-1.7. Ivan i Nenad skupljaju kovanice od 2 i 5 kuna svaki u svojoj kasici.
Nakon godinu dana otvorili su kasice i prebrojali kovanice. Zajedno su skupili 280 kovanica
po 2 kune. U Ivanovoj kasici 60% svih kovanica £ine kovanice od 2 kune, a u Nenadovoj je
kasici dvostruko vi²e kovanica od 2 kune nego onih od 5 kuna. Ukupna vrijednost novca
iz obje kasice zajedno iznosi 1360 kuna. Kolika je vrijednost novca iz Ivanove kasice, a
kolika iz Nenadove?

Rje²enje.

Uvedimo sljede¢e oznake:
x1 - broj kovanica od 2 kn u Ivanovoj kasici
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y1 - broj kovanica od 5 kn u Ivanovoj kasici
x2 - broj kovanica od 2 kn u Nenadovoj kasici
y2 - broj kovanica od 5 kn u Nenadovoj kasici

Tada vrijedi

x1 + x2 = 280,

x1 = 0.6(x1 + y1),

x2 = 2y2,

2(x1 + x2) + 5(y1 + y2) = 1360. (3 boda)

Iz prve dvije jednadºbe slijedi x2 = 280− x1, y1 = 2
3
x1, (1 bod)

pa je y2 = 1
2
x2 = 140− 1

2
x1, (1 bod)

²to uvr²tavanjem u posljednju jednadºbu daje

2 · 280 + 5

(
2

3
x1 + 140− 1

2
x1

)
= 360. (1 bod)

Slijedi

5

(
2

3
x1 + 140− 1

2
x1

)
= 800

2

3
x1 + 140− 1

2
x1 = 160

x1 = 120.

Tada je

x2 = 280− x1 = 160,

y1 =
2

3
x1 = 80,

y2 =
1

2
x2 = 80. (2 boda)

Vrijednost Ivanova novca je 120 · 2 + 80 · 5 = 640 kn, a vrijednost Nenadova novca je
160 · 2 + 80 · 5 = 720 kn. (2 boda)
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UKOLIKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJE�AVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
JE DU�NO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU�I NA�IN.

Zadatak B-2.1. Odredite apsolutnu vrijednost kompleksnog broja z za koji vrijedi

z̄

1 + 2i
− 2z

1− 2i
= 5.

Rje²enje.

Neka je z = x+ yi. Nakon mnoºenja dane jednadºbe s (1− 2i)(1 + 2i) dobivamo

(x− yi)(1− 2i)− 2(x+ yi)(1 + 2i) = 25 (1 bod)
− x− 6xi− 3yi+ 2y = 25 (1 bod)

pa slijedi

−x+ 2y = 25

−6x− 3y = 0. (2 boda)

Iz ovog sustava slijedi da je y = 10, a x = −5. (1 bod)

Dakle, z = −5 + 10i, odnosno |z| = 5
√

5. (1 bod)

Zadatak B-2.2. Na kruºnici polumjera 9 cm nalazi se sredi²te druge kruºnice, polumjera
6 cm. Odredite duljinu zajedni£ke tetive tih dviju kruºnica.

Rje²enje.

(1 bod)
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Izra£unajmo prvo pomo¢u Heronove formule povr²inu trokuta ABC.

s =
9 + 9 + 6

2
= 12,

P =
√

12 · 3 · 3 · 6 = 18
√

2cm2. (2 boda)

Povr²ina trokuta ABC se moºe ra£unati i kao

P =
|AB| · v

2

pa slijedi da je visina trokuta ABC

v =
2P

|AB|
=

2 · 18
√

2

9
= 4
√

2cm. (2 boda)

Tada duljina zajedni£ke tetive CD iznosi 2v = 8
√

2cm. (1 bod)

Zadatak B-2.3. Andrea i Mirela se pripremaju za natjecanje iz matematike. Kada ih je
njihov profesor pitao koliko su zadataka ju£er rje²ile, nisu mu izravno odgovorile. Saznao
je samo da je Andrea rije²ila manje zadataka od Mirele, a svaka je rije²ila barem jedan
zadatak. Kazale su i da je umnoºak broja zadataka koje je rije²ila Andrea i broja zadataka
koje je rje²ila Mirela uve¢an za njihov zbroj jednak 59. Koliko je zadataka rije²ila Andrea?
Koliko je razli£itih odgovora na to pitanje?

Rje²enje.

Neka je x broj zadataka koje je rije²ila Andrea, a y broj zadataka koje je rije²ila Mirela,
gdje je x < y. Tada se zadatak svodi na rje²avanje jednadºbe

xy + x+ y = 59 (1 bod)

koju moºemo zapisati u obliku

xy + x+ y + 1 = 60, (1 bod)

odnosno
(x+ 1)(y + 1) = 60. (1 bod)

Rastav broja 60 na proste faktore je 60 = 22 · 3 · 5 (1 bod)

pa je broj njegovih djelitelja 12. Kako je x < y imamo 6 mogu¢nosti napisati broj 60 kao
umnoºak dva prirodna broja,

1 · 60, 2 · 30, 3 · 20, 4 · 15, 5 · 12, 6 · 10.

Kako je x 6= 0 slijedi da je Andrea mogla rje²iti 1, 2, 3, 4 ili 5 zadataka, odnosno, postoji
5 razli£itih odgovora na to pitanje. (2 boda)

Zadatak B-2.4. Za funkciju f(x) = x2 − bx + c vrijedi da je f(5 − x) = f(5 + x) za
svaki x ∈ R. Za koje realne brojeve b i c umnoºak f(1) · f(2) ima minimalnu vrijednost?
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Rje²enje.

Iz jednakosti f(5−x) = f(5 +x) zaklju£ujemo da je x0 = 5 ako je (x0, f(x0)) tjeme grafa
dane kvadratne funkcije. (2 boda)

Slijedi
−b
2

= 5⇒ b = 10. (1 bod)

Tada je umnoºak

f(1) · f(2) = (1− b+ c)(4− 2b+ c) =

= (−9 + c)(−16 + c) =

= c2 − 25c+ 144 (1 bod)

kvadratna funkcija koja poprima minimalnu vrijednost za c = 25
2
. (2 boda)

Zadatak B-2.5. Ako su x1 i x2 rje²enja jednadºbe x2 + 2013x+ 1 = 0, a y1 i y2 rje²enja
jednadºbe x2+2014x+1 = 0 izra£unajte vrijednost izraza (x1−y1)(x2−y2)(x1−y2)(x2−y1).

Rje²enje.

Prema Vieteovim formulama vrijedi

x1 + x2 = −2013, x1 · x2 = 1

y1 + y2 = −2014, y1 · y2 = 1 (2 boda)

U danom ¢emo izrazu prvo pomnoºiti prvu i tre¢u te drugu i £etvrtu zagradu te primjeniti
prethodne jednakosti.

(x1 − y1)(x2 − y2)(x1 − y2)(x2 − y1) =

=
(
x21 − x1y2 − x1y1 + y1y2

) (
x22 − x2y1 − x2y2 + y1y2

)
=

=
(
x21 − x1(y1 + y2) + y1y2

) (
x22 − x2(y1 + y2) + y1y2

)
= (2 boda)

=
(
x21 + 2014x1 + 1

) (
x22 + 2014x2 + 1

)
=

= (x21 + 2013x1 + 1︸ ︷︷ ︸
0

+x1)(x
2
2 + 2013x2 + 1︸ ︷︷ ︸

0

+x2)

= x1 · x2 = 1 (2 boda)

Zadatak B-2.6. Neka je to£ka C vrh pravog kuta u pravokutnom trokutu ABC. Na
stranici AC odabrana je to£ka D tako da je <) ABD = <) BAD = α. Duljina stranice
AB iznosi 8 cm, a duljina duºine AD iznosi 5 cm. Odredite duljine duºina BC i CD te
dokaºite da za kut α vrijedi

sin(2α) = 2 sinα cosα.

Rje²enje.
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Trokut ABD je jednakokra£an trokut i neka je DE njegova visina na osnovicu AB. Kut
<) BDC je vanjski kut trokuta ABD i njegova je mjera 2α.

Slika i/ili obrazloºenje. (2 boda)

Tada vrijedi
|BD| = |AD| = 5cm, |ED| = 3cm, |AE| = 4cm.

Iz trokuta AED slijedi

sinα =
3

5
, cosα =

4

5
. (2 boda)

Analogno iz trokuta ABC slijedi

sinα =
m

8
, cosα =

5 + n

8
. (2 boda)

Iz posljednje dvije jednakosti slijedi da je

m

8
=

3

5
,

5 + n

8
=

4

5
.

Tada je

m =
24

5
cm, n =

7

5
cm. (2 boda)

Slijedi

sin(2α) =
m

5
=

24

25
= 2 · 3

5
· 4

5
= 2 sinα cosα. (2 boda)

Zadatak B-2.7. Odredite vrijednost parametra m ∈ Z za koji kvadratna jednadºba

(m− 1)x2 + (2m− 1)x+ 3 = 0

ima racionalna rje²enja.

Prvo rje²enje.

Da bi rje²enja kvadratne jednadºbe bila racionalna njezina diskriminanta mora biti kvadrat
nekog cijelog broja. Neka je to k2.

D = (2m− 1)2 − 4(m− 1) · 3 = 4m2 − 16m+ 13

4m2 − 16m+ 13 = k2. (2 boda)
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Rije²imo dobivenu kvadratnu jednadºbu po m.

4m2 − 16m+ 13− k2 = 0

m1,2 =
16±

√
256− 16(13− k2)

8
=

=
16±

√
48 + 16k2

8
=

=
16± 4

√
3 + k2

8
=

=
4±
√

3 + k2

2
. (2 boda)

Rje²enje je cijeli broj samo ako je 3 + k2 kvadrat nekog cijelog broja, odnosno (1 bod)

3 + k2 = n2,

n2 − k2 = 3,

(n− k)(n+ k) = 1 · 3,

²to je mogu¢e samo za {
n− k = ±1

n+ k = ±3
ili

{
n− k = ±3

n+ k = ±1.
(2 boda)

Iz ovih sustava i uz uvjet n2 > k2, proizlazi da je k2 = 1. (1 bod)

Tada je m = 1 ili m = 3. (1 bod)

Za m = 1, jednadºba nije kvadratna pa je jedino rje²enje m = 3. (1 bod)

Drugo rje²enje.

Analogno kao i u prvom rje²enju D = 4m2 − 16m+ 13 = k2. (2 boda)

Jednadºbu 4m2 − 16m+ 13− k2 = 0 moºemo zapisati kao

4m2 − 16m+ 16− 3− k2 = 0

(2m− 4)2 − k2 = 3

(2m− 4− k)(2m− 4 + k) = 3. (3 boda)

Kako su m i k cijeli brojevi slijedi{
2m− 4− k = ±1

2m− 4 + k = ±3
ili

{
2m− 4− k = ±3

2m− 4 + k = ±1.
(2 boda)

Rje²avanjem ovih sustava dobivamo da je je m = 1 ili m = 3, (2 boda)

ali za m = 1 jednadºba nije kvadratna pa je jedino rje²enje m = 3. (1 bod)
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Zadatak B-3.1. Odredite vrijednost izraza
sinx

2− 3 cosx
ako je ctg x

2
= 1

2
.

Prvo rje²enje.

sinx

2− 3 cosx
=

2 sin x
2

cos x
2

2
(
cos2 x

2
+ sin2 x

2

)
− 3

(
cos2 x

2
− sin2 x

2

) (2 boda)

=
2 sin x

2
cos x

2

− cos2 x
2

+ 5 sin2 x
2

. (2 boda)

Podijelimo li u posljednjoj jednakosti brojnik i nazivnik sa sin2 x
2
slijedi

sinx

2− 3 cosx
=

2 ctg x
2

− ctg2 x
2

+ 5
=

1

−1
4

+ 5
=

4

19
. (2 boda)

Drugo rje²enje.

Iz ctg2 x
2

= 1
4
slijedi

1 + cos x

1− cosx
=

1

4
, (2 boda)

odnosno
cosx = −3

5
. (1 bod)

Tada je

sin2 x = 1− 9

25
=

16

25
.

Kako je ctg x
2

= 1
2
slijedi da je x

2
∈ 〈0, π

2
〉 ∪ 〈π, 3π

2
〉. Tada je x ∈ 〈0, π〉, a kako je sinus

pozitivan na tom intervalu slijedi

sinx =
4

5
(2 boda).

Traºeni izraz ima vrijednost

sinx

2− 3 cosx
=

4
5

2 + 9
5

=
4

19
. (1 bod)

Zadatak B-3.2. Rije²ite jednadºbu 2 · 82014x − 3 · 42014x − 3 · 22014x + 2 = 0.
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Rje²enje.

2 · 82014x − 3 · 42014x − 3 · 22014x + 2 = 0.

Uvodimo zamjenu 22014x = t.

Tada je 2t3 − 3t2 − 3t+ 2 = 0. (1 bod)

Dobili smo simetri£nu jednadºbu tre¢eg stupnja. Nakon grupiranja slijedi

2(t3 + 1)− 3t(t+ 1) = 0

2(t+ 1)(t2 − t+ 1)− 3t(t+ 1) = 0 (1 bod)
(t+ 1)(2t2 − 2t+ 2− 3t) = 0,

(t+ 1)(2t2 − 5t+ 2) = 0,

t = −1 ili t = 2 ili t =
1

2
. (1 bod)

Kako je 22014x uvijek pozitivno, mogu¢a su samo rje²enja t = 2 ili t = 1
2
. (1 bod)

Tada je 22014x = 2 ili 22014x = 1
2
, odnosno

2014x = 1 ili 2014x = −1.

Rje²enja su dakle x = 1
2014

i x = −1
2014

. (2 boda)

Zadatak B-3.3. Odredite sve cijele brojeve k za koje jednadºba x2014 + kx2 + 36 = 0
ima barem jedno cjelobrojno rje²enje.

Prvo rje²enje.

Neka je x0 cjelobrojno rje²enje jednadºbe x2014 + kx2 + 36 = 0.

Tada je k = −x20120 − 36
x20
. (1 bod)

Da bi k bio cijeli broj x20 mora biti djelitelj broja 36, (2 boda)

odnosno x20 ∈ {1, 4, 9, 36}. (1 bod)

Slijedi k ∈ {−37,−41006 − 9,−91006 − 4,−361006 − 1}. (2 boda)

Drugo rje²enje.

Ako jednadºba ima cjelobrojno rje²enje x0 ono mora biti djelitelj slobodnog £lana, u ovom
slu£aju broja 36. (2 boda)

Ispitamo li redom sve djelitelje slobodnog £lana, {±1,±2,±3,±4,±6,±9,±12,±18,±36}
(dovoljno je uzeti pozitivne zbog parnosti), dobivamo traºena rje²enja. (4 boda)

Zadatak B-3.4. Lovro je napisao na plo£u 40 cijelih brojeva, od kojih je 13 neparnih.
Jakov izbri²e dva od napisanih brojeva i dopi²e zbroj njihovih kvadrata. Operaciju pona-
vlja sve dok na plo£i ne ostane samo jedan broj. Je li zadnji broj paran ili neparan?
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Rje²enje.

Promotrimo ²to se doga�a s ukupnim brojem neparnih brojeva nakon svakog izvo�enja
dane operacije. Ako je Jakov izbrisao dva parna broja, zbroj njihovih kvadrata je paran,
pa je broj neparnih brojeva ostao isti. (2 boda)

Ako je Jakov obrisao dva neparna broja, zbroj njihovih kvadrata je paran broj, pa se tada
broj neparnih brojeva smanjio za dva. (1 bod)

Ako je Jakov obrisao jedan paran i jedan neparan broj, zbroj njihovih kvadrata je neparan,
pa je broj neparnih brojeva ostao isti. (1 bod)

Nakon svakog ponavljanja dane operacije broj neparnih brojeva se ili smanji za dva ili
ostaje isti. To zna£i da na kraju, ako je po£etni broj neparnih brojeva 13, mora ostati
jedan neparan broj. (2 boda)

Zadatak B-3.5. Rije²ite nejednadºbu

x
1

log x · log x < 1.

Rje²enje.

Nejednadºba ima smisla za x > 0 i x 6= 1. (1 bod)

Logaritmiranjem dane nejednadºbe dobivamo

1

log x
log x+ log(log x) < log 1, (1 bod)

1 + log(log x) < 0,

log(log x) < −1. (1 bod)

Slijedi

log x <
1

10
(1 bod)

x < 10
1
10 =

10
√

10 (1 bod)

Zbog uvjeta x > 0 i x 6= 1, rje²enje dane nejednadºbe je

x ∈ 〈0, 1〉 ∪ 〈1, 10
√

10〉 = 〈0, 10
√

10〉 \ {1}. (1 bod)

Zadatak B-3.6. Ako za stranice a, b i redom njihove nasuprotne kutove α, β trokuta
ABC vrijedi

(a2 + b2) sin(α− β) = (a2 − b2) sin(α + β),

onda je trokut ABC jednakokra£an ili pravokutan. Dokaºite!

Rje²enje.
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(a2 + b2) sin(α− β) = (a2 − b2) sin(α + β),

(a2 + b2)(sinα cos β − cosα sin β) = (a2 − b2)(sinα cos β + cosα sin β)

2b2 sinα cos β = 2a2 cosα sin β (2 boda)

Iz pou£ka o sinusu slijedi a = b sinα
sinβ

. (2 boda)

Tada je

b2 sinα cos β =

(
b sinα

sin β

)2

cosα sin β,

²to nakon sre�ivanja daje

sin β cos β = sinα cosα, tj. sin(2β) = sin(2α). (2 boda)

Odatle slijedi
2β = 2α ili 2β = 180◦ − 2α, (2 boda)

odnosno
β = α ili β + α = 90◦,

²to zna£i da je trokut ABC jednakokra£an ili pravokutan. (2 boda)

Zadatak B-3.7. Dok je postavljala stol za ve£eru, majka je smislila zadatak kojim ¢e
pridobiti Matka da joj pomogne. Treba rasporediti ²est jednakih podmeta£a u obliku
pravokutnika uz rub okruglog stola polumjera 8 dm. �irina svakog podmeta£a je 2 dm,
a duljina x dm. Dva vrha svakog podmeta£a, koji su krajnje to£ke one stranice koja
ima duljinu x, nalaze se na samom rubu stola. Svaka dva susjedna podmeta£a imaju
zajedni£ki vrh - onaj koji nije na rubu stola. Matko treba izra£unati duljinu podmeta£a
x. Koji broj treba dobiti?

Rje²enje.
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Slika - moºe i bez ozna£enog polumjera AO i OD. (2 boda)

Unutra²nji vrhovi svih pravokutnika odre�uju pravilan ²esterokut pa je mjera kuta<) CDO
60◦. (1 bod)

Tada mjera kuta <) ADO iznosi 90◦ + 60◦ = 150◦. (2 boda)

Primjenimo pou£ak o kosinusu na trokut ADO,

82 = 22 + x2 − 2 · 2 · x · cos 150◦. (2 boda)

Tada je 64 = 4 + x2 + 2x
√

3, (1 bod)

tj. x2 + 2x
√

3− 60 = 0.

Pozitivno rje²enje ove jednadºbe je x = −
√

3 + 3
√

7 dm. (2 boda)
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�UPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred � srednja ²kola � B varijanta

18. velja£e 2014.

UKOLIKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJE�AVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
JE DU�NO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU�I NA�IN.

Zadatak B-4.1. Odredite prirodne brojeve k i n takve da vrijedi

((3!)!)!

3!
= k · n!,

gdje je n najve¢i mogu¢i broj s danim svojstvom.

Rje²enje.

Izra£unajmo lijevu stranu dane jednakosti.

((3!)!)!

3!
=

(6!)!

6
=

720!

6
=

720 · 719!

6
= 120 · 719! (3 boda)

Tada je jednakost
120 · 719! = k · n!

ispunjena za sve n = 1, . . . , 719 i pripadaju¢i k. Budu¢i da traºimo najve¢i mogu¢i n,
slijedi

k = 120, n = 719. (3 boda)

Napomena. Ako nema komentara da dana jednakost ima vi²e rje²enja smanjiti 1 bod.

Zadatak B-4.2. Odredite broj stranica mnogokuta kojima je mjera najmanjeg kuta
132◦, a svaki je slijede¢i kut za 2◦ ve¢i.

Rje²enje.

Mjere kutova £ine aritmeti£ki niz kojemu je a1 = 132◦, d = 2. (1 bod)

Zbroj n £lanova aritmeti£kog niza je S = n
2
(2a1 + (n− 1)d) = n(131 + n). (1 bod)

Zbroj svih kutova u mnogokutu je S = (n− 2) · 180. (1 bod)

Tada iz n(131 + n) = (n− 2) · 180, slijedi n2 − 49n+ 360 = 0. (1 bod)

Rje²enja ove kvadratne jednadºbe su n1 = 9, n2 = 40. Dakle, mnogokut moºe imati 9 ili
40 stranica. U mnogokutu s 40 stranica ¢e zbog uvjeta zadatka jedan kut biti 180◦, pa
takav mnogokut nije rje²enje. (2 boda)

Zadatak B-4.3. Za koje ¢e prirodne brojeve n vrijednost izraza
(

1√
5−2
√
6
− 1√

5+2
√
6

)n
biti racionalan broj?

16



Rje²enje.

Odredimo vrijednost broja x = 1√
5−2
√
6
− 1√

5+2
√
6
,

x =

√
5 + 2

√
6−

√
5− 2

√
6√

5− 2
√

6 ·
√

5 + 2
√

6
=

=

√
5 + 2

√
6−

√
5− 2

√
6√

25− 24
=

=

√
5 + 2

√
6−

√
5− 2

√
6. (2 boda)

Uo£imo da je x > 0. Tada je

x2 =

(√
5 + 2

√
6−

√
5− 2

√
6

)2

=

= 5 + 2
√

6− 2

√
5 + 2

√
6

√
5− 2

√
6 + 5− 2

√
6 = (1 bod)

= 8

Kako je x > 0 slijedi x =
√

8 = 2
3
2 . (2 boda)

Tada je broj xn =
(

2
3
2

)n
racionalan ako i samo ako je n paran broj. (1 bod)

Zadatak B-4.4. Niz realnih brojeva dan je sljede¢om formulom xn+1 = n+1
xn

, za sve
n ≥ 1, pri £emu je x1 = 123456789. Koliko je x1 · x2 · x18 · x19 · x52 · x53?

Rje²enje.

Uo£imo da iz dane jednakosti slijedi

xn · xn+1 = n+ 1, za sve n ≥ 1. (2 boda)

Tada je x1 · x2 = 2, x18 · x19 = 19, x52 · x53 = 53 (2 boda)

pa je x1 · x2 · x18 · x19 · x52 · x53 = 2 · 19 · 53 = 2014. (2 boda)

Zadatak B-4.5. Odredite jednadºbu krivulje po kojoj "putuje" to£ka A, ako je njezina
udaljenost od ishodi²ta uvijek dvostruko manja od njezine udaljenosti od to£ke T (3, 6).

Prvo rje²enje.

Neka je A(x, y) i O(0, 0). Tada je

2|AO| = |AT |, (1 bod)

2
√
x2 + y2 =

√
(x− 3)2 + (y − 6)2, (1 bod)

4(x2 + y2) = x2 − 6x+ 9 + y2 − 12y + 36,

3x2 + 3y2 + 6x+ 12y − 45 = 0. (1 bod)
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Podijelimo danu jednakost s 3. Tada je

x2 + y2 + 2x+ 4y − 15 = 0

x2 + 2x+ 1 + y2 + 4y + 4− 15− 1− 4 = 0

(x+ 1)2 + (y + 2)2 = 20. (2 boda)

Dakle, to£ka A putuje po kruºnici (x+ 1)2 + (y + 2)2 = 20. (1 bod)

Drugo rje²enje.

To£ka B(1, 2) se nalazi na 1
3
udaljenosti izme�u ishodi²ta i to£ke A. (1 bod)

To£ka A putuje po kruºnici £ije je sredi²te to£ka simetri£na to£ki B s obzirom na ishodi²te
S(−1,−2).

(x+ 1)2 + (y + 2)2 = r2 (2 boda)

r = |AS| =
√

20 (1 bod)

Dakle, rje²enje je kruºnica: (x+ 1)2 + (y + 2)2 = 20. (2 boda)

Zadatak B-4.6. Spremnik za teku¢inu ima oblik uspravnog kruºnog sto²ca kojemu
je visina 12 cm, a polumjer baze 5 cm. Ako u spremnik ulijemo teku¢inu i drºimo ga
(zatvorenog) tako da mu je vrh prema dolje, a baza u horizontalnom poloºaju, dubina
ulivene teku¢ine je 9 cm. Koliko cm3 teku¢ine treba jo² doliti u spremnik tako da dubina
teku¢ine bude 9 cm i u slu£aju kad je spremnik okrenut vrhom prema gore (a baza je u
horizontalnom poloºaju)?

Rje²enje.

(1 bod)
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Neka je vrh sto²ca prema dolje kao ²to je kod sto²ca lijevo na slici. Polumjer baze sto²ca
i polumjer x (na visini 9 cm) su omjeru kao dubina teku¢ine i visina sto²ca,

k =
x

5
=

9

12
=

3

4
. (1 bod)

Tada su obujam teku¢ine V1 i obujam cijelog sto²ca V u omjeru

V1
V

= k3 =

(
3

4

)3

=
27

64
. (1 bod)

Slijedi da je obujam ulivene teku¢ine

V1 =
27

64
V,

a obujam dijela sto²ca bez teku¢ine je

V2 = V − 27

64
V =

37

64
V. (2 boda)

Promotrimo sada slu£aj kada je vrh sto²ca prema gore kao ²to je kod sto²ca desno na slici.

Teku¢ina koju smo ulili na po£etku zauzima obujam V1 = 27
64
V , obujam teku¢ine koju

treba doliti do visine 9 cm ozna£it ¢emo s Vt i obujam dijela sto²ca koji je bez teku¢ine s
V3. Kao i u prvom slu£aju zaklju£ujemo da je

V3
V

=
(y

5

)3
=

(
3

12

)3

=
1

64
,

pa slijedi

V3 =
1

64
V. (2 boda)

Traºeni obujam moºemo izra£unati iz

Vt = V2 − V3 =
36

64
V =

9

16
V (ili Vt = V − V1 − V3). (2 boda)

Kako je obujam danog sto²ca

V =
r2π

3
· h = 100πcm3,

slijedi

Vt =
225π

4
cm3. (1 bod)

Zadatak B-4.7. Ako je n ∈ N, dokaºite sljede¢u jednakost

log

(
1 +

1

1

)
+2 log

(
1 +

1

2

)
+3 log

(
1 +

1

3

)
+. . .+n log

(
1 +

1

n

)
= (n+1) log(n+1)−log ((n+ 1)!)

Prvo rje²enje.
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log

(
1 +

1

1

)
+ 2 log

(
1 +

1

2

)
+ 3 log

(
1 +

1

3

)
+ . . .+ n log

(
1 +

1

n

)
=

= log

(
2

1

)
+ 2 log

(
3

2

)
+ 3 log

(
4

3

)
+ . . .+ n log

(
n+ 1

n

)
= (1 bod)

= log 2− log 1 + 2 log 3− 2 log 2 + 3 log 4− 3 log 3 + . . .+ n log(n+ 1)− n log n =
(2 boda)

= n log(n+ 1)− log 2− log 3− . . .− log n = (2 boda)
= n log(n+ 1)− (log 2 + log 3 + . . .+ log n) =

= n log(n+ 1) + log(n+ 1)− (log 2 + log 3 + . . .+ log n+ log(n+ 1)) = (2 boda)
= (n+ 1) log(n+ 1)− log(2 · 3 · . . . · n · (n+ 1)) = (2 boda)
= (n+ 1) log(n+ 1)− log ((n+ 1)!) (1 bod)

Drugo rje²enje.

log

(
1 +

1

1

)
+ 2 log

(
1 +

1

2

)
+ 3 log

(
1 +

1

3

)
+ . . .+ n log

(
1 +

1

n

)
=

= log

[(
1 +

1

1

)
·
(

1 +
1

2

)2

·
(

1 +
1

3

)3

· . . . ·
(

1 +
1

n

)n]
(2 boda)

= log

[(
2

1

)
·
(

3

2

)2

·
(

4

3

)3

· . . . ·
(
n+ 1

n

)n]
(1 bod)

= log

(
2

1
· 32

22
· 43

33
· . . . · (n+ 1)n

nn

)
=

= log

(
1

1
· 1

2
· 1

3
· . . . · 1

n
· (n+ 1)n

)
= (2 boda)

= log

(
1

n!
· (n+ 1)n

)
=

= log

(
(n+ 1)n · (n+ 1)

n! · (n+ 1)

)
= (2 boda)

= log

(
(n+ 1)n+1

(n+ 1)!

)
= (1 bod)

= log(n+ 1)n+1 − log((n+ 1)!) = (1 bod)
= (n+ 1) log(n+ 1)− log((n+ 1)!) (1 bod)

Tre¢e rje²enje.

Dokaz matemati£kom indukcijom.

1. Provjera tvrdnje za n = 1.

log

(
1 +

1

1

)
= (1 + 1) log(1 + 1)− log(2!)⇒ log 2 = 2 log 2− log 2
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²to je istinita jednakost. (2 boda)

2. Pretpostavimo da tvrdnja

log

(
1 +

1

1

)
+2 log

(
1 +

1

2

)
+3 log

(
1 +

1

3

)
+. . .+n log

(
1 +

1

n

)
= (n+1) log(n+1)−log ((n+ 1)!)

vrijedi za neki n ∈ N i dokaºimo da tada vrijedi i za n+ 1, odnosno da vrijedi:

log

(
1 +

1

1

)
+ 2 log

(
1 +

1

2

)
+ 3 log

(
1 +

1

3

)
+ . . .+ n log

(
1 +

1

n

)
+ (n+ 1) log

(
1 +

1

n+ 1

)
=

= (n+ 2) log(n+ 2)− log ((n+ 2)!) (2 boda)

Ako primjenimo pretpostavku na prvih n £lanova s lijeve strane i dodamo (n+1)-vi
£lan dobivamo redom:

(n+ 1) log(n+ 1)− log ((n+ 1)!) + (n+ 1) log

(
1 +

1

n+ 1

)
= (1 bod)

= (n+ 1) log(n+ 1)− log ((n+ 1)!) + (n+ 1) log

(
n+ 2

n+ 1

)
=

= (n+ 1) log(n+ 1)− log((n+ 1)!) + (n+ 1) log(n+ 2)− (n+ 1) log(n+ 1) =
(1 bod)

= (n+ 1) log(n+ 2)− log((n+ 1)!) =

= (n+ 1) log(n+ 2) + log(n+ 2)− log(n+ 2)− log((n+ 1)!) = (2 boda)
= (n+ 2) log(n+ 2)− log((n+ 1)! · (n+ 2)) =

= (n+ 2) log(n+ 2)− log((n+ 2)!) (1 bod)

Time smo dokazali da dana tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n. (1 bod)
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