DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta
Sibenik, 3. travnja 2014.

Zadatak A-1.1.
Odredi najmanji prirodni broj a takav da je vrijednost izraza
n®+nf+n*+n?+a
n?—1

za n = 2014 cijeli broj djeljiv sa 3.
Rjesenje.
Sredivanjem izraza dobivamo
n*4+n’+nt+n*+a  n®—nS+2n° —n')+3(n* —n?) +4(n*—-1)+a+4
n?—1 n?—1
a+4
n2—1

=n+2-n'+3-n"+4+

Ostatak pri dijeljenju broja 2014 sa 3 je 1, pa sve potencije broja 2014 daju ostatak 1 pri
dijeljenju sa 3.

Dakle, broj 20145 +2-2014* 4 3- 20142 + 4 daje pri dijeljenju sa 3 isti ostatak kao 14243 + 4,
a+4

20142 — 1
3 davati ostatak 2, pa je najmanji moguéi trazeni a onaj za koji je

a=2-2014> — 6.

mora pri dijeljenju sa
a+4
20142 — 1

pa je taj ostatak 1. Da bi ¢itav izraz bio djeljiv sa 3, broj

= 2, odnosno

Zadatak A-1.2.

Na igralistu se nalazi 2014 sportasa koji na dresovima imaju brojeve od 1 do 2014 (svaki bro]
je na tocno jednom dresu). Na pocetku su svi u stoje¢em polozaju. U odredenim vremenskim
intervalima trener uzvikuje redom sve prirodne brojeve od 1 do 2014. Sporta$i kojima je na
dresu visekratnik uzviknutoga broja odmah mijenjaju svoj polozaj iz stoje¢eg polozaja u ¢ucan;j
ili obratno.

Koliko je sportasa u ¢ucnju nakon Sto trener uzvikne broj 20147

Rjesenje.

Svaki sportas ¢e promijeniti polozaj onoliko puta koliko njegov broj ima djelitelja.

Dakle, na kraju ¢e u ¢ucnju biti oni sportasi ¢iji brojevi imaju neparan broj djelitelja.

Sve djelitelje broja n moZzemo grupirati u dvoclane skupove {d, g}, osim ako je n = d? za neki
prirodni broj d kada umjesto jednog dvoclanog skupa imamo jednoc¢lan skup (jer je g =d). To
znaci da prirodni broj ima neparno mnogo djelitelja ako i samo ako je potpun kvadrat.

Medu brojevima 1, ..., 2014 kvadrati su 12, 22, ..., 44% (jer je 44% = 1936 i 45 = 2025).

U ¢ucnju e ostati 44 sportasa.
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Napomena: Tvrdnju da prirodni broj ima neparno mnogo djelitelja ako i samo ako je potpun
kvadrat mozemo dokazati i na sljedeé¢i nac¢in. Ako je n = p’fl .- phsedje su p; razliciti prosti
brojevii k; > 1, tada n ima (k; + 1) - -+ (ks + 1) djelitelja (faktor p; se moze pojaviti izmedu 0 i
k; puta u djelitelju). Dakle, broj djelitelja broja n je neparan ako i samo ako su svi brojevi k;
parni.

Zadatak A-1.3.

Duzina AB je promjer kruznice sa sredistem O. Na kruznici je dana tocka C' takva da je OC
okomito na AB. Na kra¢em luku BC odabrana je tocka P. Pravci C'P i AB sijeku se u tocki
Q, a tocka R je sjeciste pravca AP i okomice kroz () na pravac AB.

Dokazi da je |BQ| = |QR)|.

Rjesenje.

Trokut OCB je jednakokracan pravokutan trokut jer su OB i OC polumjeri kruZnice sa sredi-
Stem u tocki O. Zato je <CBA = <CBO = 45°.

Obodni kutovi <CPA i <CBA nad tetivom C'A su jednaki, pa je

QPR =<CPA =<CBA = 45°.

Prema Talesovom teoremu kut <APB je pravi kut pa je i <BPR pravi.

Cetverokut BQRP je tetivan jer ima dva prava nasuprotna kuta (<RQB i <BPR) pa su
obodni kutovi nad tetivom QR jednaki, odnosno <Q BR = <QPR = 45°.

Zato je <BRQ) = 180°—<RQ)B—<@QBR = 180°—90°—45° = 45°, pa je <BR(@) = 45° = <QBR
i vrijedi |BQ| = |QR)|.
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Zadatak A-1.4.

Neka su x1, x, ..., T190 realni brojevi za koje vrijedi

|22 — Tpt1| = Tpyo zasve k€ {1,2,...,98},
|2$99 - 5E100| = Ty,

‘2]]100 — iL'll = T9.

Dokazi da je 1 = x5 = - -+ = x100.

Prvo rjesenje.

Kvadriranjem dobivamo niz jednadzbi:

490% —dxkTre + $i+1 = x%w za k€ {1,2,...,98},

2 2 2 2 2 2
41’99 — 4I99[E100 + L1go = L1, 41‘100 — 4.T100[E1 + Ty = Ty

Zbrajanjem tih jednadzbi dobivamo izraz
Az} + a3+ -+ xly) — 4122 4 -+ + TooZ100 + T10071) = 0.
Dijeljenjem sa 2 i grupiranjem dobivamo
2 2 2 2 2 2 _
Ilfl - 23711’2 + .772 + e + $99 - 2.’1;'991'100 + .213100 + .73100 - 233100%’1 + 3;1 — 0,
odnosno
(21 — 22)* + - + (zog — 2100)* + (T100 — 71)* = 0.

Buduci da su svi pribrojnici nenegativni, moraju svi biti jednaki nula, odnosno x; = - - - = x1¢o.

Drugo rjesenje.
Oznacimo y, = 2z, — 11 za 1 < k <99, te yi1g0 = 22100 — 1.
Tada je

Y1+ Y2+ 00 =2(x1 + T2+ -+ Tigo) — (T1 + T2+ -+ Troo) = @1+ T2+ -0+ Tioo

S druge strane, zbrajanjem zadanih jednakosti dobivamo

1] 4 |y2| + - - + [yro0| = 21 + T2 + -+ + T100.

Izjednacavanjem dobivenih jednakosti zakljucujemo
il + [yl + - + |y100l = y1 +v2 + -+ + Y100

Buduéi da za 1 < k < 100 vrijedi |yx| = vk, pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je y;, > 0,
gornja jednakost je moguca samo ako su svi brojevi y; nenegativni.
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To znadi da u nizu jednakosti koji je zadan u zadatku mozemo ukloniti apsolutne vrijednosti i
zakljucujemo

20 — T = Tpyo za 1 < k <98,
299 — T100 = T1,

237100 — 1 = Xa.

Oznacimo x19o1r = T za 1 < k < 100. Neka je k takav da je xp > x; za sve 1 <4 < 100. Tada
je 2z, = xpy1 + Ty < 21y, pa vrijedi xp = xRy = Tppo. Pretpostavimo li da je z; # x4 za
neki j, onda postoji najmanji j > k takav da je x;_; = z; # z,41. No, to je u kontradikeiji s
pretpostavkom da je x; = 2x;_; — x; = T;41.

Dakle, mora vrijediti 1 = 29 = 3 = - -+ = Z100.
Napomena: Nakon $to dokazemo da je yr > 0 za sve 1 < k£ < 100, rjeSenje mozemo dovrsiti i
analizom slucajeva.

Ako pretpostavimo da je x1 > w9, onda zbog 2x; = x5 + x3 mora vrijediti o < 17 < 3.
Iz druge jednakosti onda zaklju¢ujemo x, < xy < x; < x3. Nastavljajué¢i ovaj postupak
(preciznije, koriste¢i matematicku indukeiju) mozemo dokazati da vrijedi sljedeéi niz strogih
nejednakosti

T100 K Tgg < -+ < Ty < T2 < T1 <Xz < Ty < -+ < ZTgg.

No, ovo je u kontradikciji s posljednjom jednakosti jer bi moralo vrijediti 2x100 < 1+22 = 22100.
Sli¢no, sluc¢aj xo > x1 vodi na kontradikciju, pa zaklju¢ujemo da je x; = x».

Ako je x1 = x9, onda prva jednakost povla¢i da je 1 = x5 = x3. Druga jednakost onda povlaci
ro = x3 = x4. Nastavljajuéi ovaj postupak, dobivamo da je x1 = x9 = - -+ = Z1qp.

Zadatak A-1.5.

Andrija i Boris imaju 2014 karata oznacenih brojevima od 1 do 2014. Andrija ima sve karte s
parnim, a Boris sve karte s neparnim brojevima. Andrija je poredao svoje karte ukrug redom,
od 2 do 2014, u smjeru kazaljke na satu tako da se brojevi na kartama ne vide. Boris zna da
su karte poredane tim redom i u tom smjeru, ali ne zna gdje se nalazi karta s brojem 2. Nakon
toga, Boris na svaku Andrijinu stavi po jednu od svojih karata i tako nastane 1007 parova
karata. Za svaki se par usporedi brojeve na kartama i dodijeli jedan bod onom igrac¢u na ¢ijoj
je karti veci broj.

Odredi najveéi moguéi N tako da Boris moze biti siguran da ¢e ostvariti barem N bodova.
Rjesenje.

Najveé¢i broj bodova za koji Boris moze biti siguran da ¢e ostvariti je 503.

Tvrdimo da ako Boris svoje karte slozi obrnutim redom, od 2013 do 1, u smjeru kazaljke na
satu, onda ¢e bez obzira na Andrijin raspored Boris ostvariti 503 boda.

[2013 2011 ] -+ [2a+1f2a—1] -+ | | | | - fee+t]2e—1] - [ 3 ] 1 ]

| ok [ok+2] - | 20 [26+42] - [2012]2014] 2 | 4 | -+ [ 24 [2d+2] -+ [26— 4|2k -2
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Za takav Borisov raspored, promotrimo neki Andrijin raspored. Ispod Borisove karte 2013 se
nalazi Andrijina karta 2k, za neki k£ € N. Pretpostavimo da je 2k # 2014, sluc¢aj u kojem
je 2k = 2014 izravno slijedi. Na slici je prikazan raspored karata napisan u niz, pocevsi od
mjesta na koje je Boris stavio kartu 2013. Parove karata podijelimo u dva dijela: dio u kojem
se nalaze Andrijine karte 2k, 2k + 2, ..., 2012, 2014, te drugi dio u kojem se nalaze 2, 4, ...,
2k —4, 2k —2. U prvom dijelu Andrijine karte (slijeva nadesno) rastu od 2k do 2014, a Borisove
padaju od 2013. Drugim rijecima, na pocetku tog dijela su Borisove karte vece, a na kraju su
Andrijine veée. Oznac¢imo s 2a + 1 (a € N) zadnju Borisovu kartu u prvom dijelu koja je veca
od odgovaraju¢e Andrijine karte, koju oznac¢imo s 2b za neki b € N. Dakle, vrijedi

2a+1>2b, 2a—1<2b+2.

Iz prethodnih nejednakosti slijedi 2a — 3 < 20 < 2a + 1, pa je 2b = 2a¢ — 2 ili 2b = 2a.
Primijetimo da je zbroj karata u svakom paru prvog dijela jednak i iznosi 2013 + 2k. Naime,
u svakom sljedeéem paru je Borisov broj za 2 manji od prethodnog, a Andrijin za 2 veéi od
prethodnog, pa se zbroj ne mijenja. Stoga vrijedi (2a + 1) + 2b = 2013 + 2k.

1007 + k
Ako je 2b = 2a — 2, onda je k neparan broj i a = 2+ Sli¢no, ako je 2b = 2a, onda je k

paran brojia = %. Ako je X broj parova u prvome dijelu u kojima je Borisova karta veca

od Andrijine, onda je X = b — k + 1. Stoga zakljuc¢ujemo da vrijedi

%, ako je k neparan,
X = 1008—k ko ie k
——, ako je k paran.

Nadalje, oznac¢imo sa Y broj parova u drugome dijelu u kojima je Borisova karta vec¢a od
Andrijine. Analognim zaljuc¢ivanjem kao u prvome dijelu, dobivamo

2
%, ako je k paran.

v _ { k=1 ako je k neparan,
Stoga je X +Y = 503 bez obzira na vrijednost broja k, te zaklju¢ujemo da ¢e slaganjem karata
na ovaj nac¢in Boris ostvariti 503 boda.

Preostaje nam dokazati da Boris ne moze rasporediti svoje karte tako da njegov broj bodova
bude veéi od 503 bez obzira na Andrijin raspored.

Pretpostavimo da postoji Borisov raspored za koji Andrija ostvaruje manje od 504 boda bez
obzira kako postavi svoje karte. Za takav Borisov raspored, oznac¢imo s A ukupni broj bodova
koje Andrija ostvari u svim svojim moguéim rasporedima. Moguéih Andrijinih rasporeda ima
1007, pa po pretpostavci vrijedi A < 1007 - 504. S druge strane, promotrimo koliko broju A
pridonosi svaka od Borisovih karata. Karta s brojem 2 doprinosi ukupno 1 bod jer daje bodove
samo u rasporedu u kojem se karta s brojem 1 nalazi iznad nje. Karta s brojem 4 donosi 2
boda (slu¢ajevi u kojima su iznad nje karte 1 i 3). Opcenito, za k € {1,2,...,1007} karta s
brojem 2k donosi k bodova. Stoga vrijedi

1007 - 1008
A:1+2+---+1007:f:1007-504.

Dosli smo do kontradikcije, pa zaklju¢ujemo da nasa pretpostavka nije bila to¢na, tj. da Boris
ne moze biti siguran da ¢e ostvariti vise od 503 boda.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
Sibenik, 3. travnja 2014.

Zadatak A-2.1.
Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju sustav

4y =y’
Y+ = .

Rjesenje.

Oduzimanjem zadanih jednadzbi dobivamo y — z + 22 — y? = 2® — 2, &§to je ekvivalentno

y—z+(z—y)(r+y) = (x—y) (@ +ay+y°),
odnosno
(@ =y (—1+z+y) = (z—-y) " +ay+y’),
paslijedidajes+y—1=22+ay+y?iliz—y=0.

U prvom slucaju je z +y — 1 = 2% + 2y + y?, $to moZemo zapisati kao
Y+ (@x—1ly+a>—z+1=0. (M)

Ovu jednadzbu promatramo kao kvadratnu jednadzbu po y. Njena diskriminanta je
D=(x—1)%—4(a*—2+1)=—32>+22 — 3.

Diskriminanta kvadratnog trinoma —3x% + 2x — 3 je —32 < 0, pa vrijedi da je D < 0 za svaki
realni broj z, $to povlaci da jednadzba (#) nema realnih rjeSenja za y. Dakle, u ovom slucaju
nema rjesenja.

U drugom slucaju je y = x i obje jednadzbe postaju z+2% = 23, tj. z(z? —2—1) = 0. Slijedi da

14++v5
jex; =0ili 22—z —1 = 0. RjeSavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo rjesenja xq 3 = 2\/_.
1+v5 1+vV5\ (1-vV5 15
2 72 7 2 72 '

Jedina rjesenja su (x,y) € {(O, 0), (

Napomena: Jednadzba z +y — 1 = 2% + 2y + y? je ekvivalentna s
(@ =1+ -1+ (x+y) =0,

koja nema rjeSenja jer ne postoje x iy takvidajexr =1, y=1iz+y=0.
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Zadatak A-2.2.

Svaki od brojeva zq, xa, ..., x9014 moze biti —1, 0 ili 1. Koja je najmanja moguca vrijednost
zbroja svih umnozaka x;x; za 1 <17 < j < 20147

Prvo rjesenje.

Primijetimo da dvostruki zbroj svih umnozaka z;z; za 1 <14 < j < 2014 moZemo zapisati kao
(z1 4+ 22014)” — (2] + - 4+ 25014).

Ozna¢imo A = (xq + -+ + T9014)? 1 B=2% + -+ + 239,

Zelimo minimizirati A i maksimizirati B.

Broj A je kvadrat realnog broja, paje A > 0. Minimum A = 0 postiZe se kad je medu brojevima

x; jednak broj 11 —1, npr. kad je 1 =29 = -+ = 10907 = 1, @ T1008 = T1009 = - - = To014 = —1.
Za broj B vrijedi B = a7+ -+ x5, < 1°+1*+---+1% = 2014. Najveca vrijednost B = 2014
postize se ako nijedan x; nije 0, npr. kad je x1 = x5 = -+ = x1007 = 1, @ T1008 = T1000 = -+ =
Too14 = —1.

Buduéi da se najmanja vrijednost od A i najvecéa vrijednost od B mogu postici za iste vrijednosti

brojeva x1, ..., 9914, slijedi da je trazena najmanja moguéa vrijednost zbroja svih umnozaka
zi; 7za 1 <i < j < 2014 jednaka ———— = —1007.

Drugo rjesenje.

Primijetimo da je trazeno rjeSenje negativno jer za x1 = 1, x9 = —1, 23 = -+ = Z9914 = 0

promatrani zbroj umnozaka iznosi —1.

Zaklju¢ujemo da se najmanja vrijednost zbroja umnozaka postize ako nisu svi z; jednaki 0.
Dapace, pokazat ¢emo da je je zbroj umnozaka najmanji ako nijedan z; nije jednak O.

Promotrimo niz kojem nisu svi elementi jednaki 0 i nisu svi elementi razli¢iti od 0.

Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo x; 20,1 =1,..., ki Tpy1 =+ = Too1qa = 0.
Neka je S = >z
1<i<j<2014
Definirajmo x) = x; za i # k+1, te 2., = 1, ako je 1 + 22+ - - + 24 < 0, odnosno zj; = —1,
ako je vy + w9+ -+ -+ > 0.
Oznacimo li §" = > xjaf, vrijedi §' < S. Naime, z}, smo odabrali tako da je
1<i<;j<2014

k
S =S =gl Y a=—|z)++ ] <O0.
i=1

Time smo dokazali da za svaki niz x, zs, ..., T914 u kojem je neki od x; = 0, postoji drugi niz
koji ima manje elemenata jednakih 0, a manji ili jednak pripadni zbroj umnozaka. Preostaje
nam analizirati slucaj kada su svi ¢lanovi x; jednaki 11 —1.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je z1 = -+ =2 = 11 231 = -+ = 9014 = — 1.
Uoc¢imo da je
2014 2014
S= D wmmp=) wi ), T
1<i<j<2014 j=1 i=j+1
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Za j €{1,2,...,k} vrijedi

2014 k 2014
zio Yy wi= Yy, 14+ Y (=1)=2k—j—2014
i=j+1 i=j+1 i=k+1
Zaje{k+1,k+2,...,2014} vrijedi
2014 2014
zj- Y =y (=1)=j—2014.
i=j+1 i=j+1

Zbrajajuci po svim moguéim j od 1 do 2014 dobivamo

k 2014

S=>(2k—j—2014)+ > (2014 —j)
Jj=1 j=k+1
k 2014
=2k* =" j — 2014k 4 2014(2014 — k) — > j
j=1 j=k+1
2014

= 2k* — 2014(2014 — 2k) — > j
j=1

2014 - 201
= 2(k* — 2014k) — 2014* — 2014 - 2015

Izraz S ¢e poprimiti najmanju vrijednost onda kad kvadratna funkcija k* — 2014k poprima
najmanju vrijednost, a to je za kK = 1007. Tada je S = —1007.

Zadatak A-2.3.

Dokazi da ne postoje prirodni brojevi m i n takvi da je broj 3™ +3"+1 kvadrat nekog prirodnog
broja.

Rjesenje.

Pretpostavimo da postoji k takav da 3™ + 3" + 1 = k2. Uoc¢imo da je k neparan broj. Vrijedi
34+ 3" =k?—1.

Kvadrat neparnog broja daje ostatak 1 pri dijeljenju s 8 (jer za prirodni broj a vrijedi (2a—1)? =
4a(a — 1) + 1 i jedan od brojeva a i a — 1 je paran). To zna&i da 8 dijeli k2 — 1. Buduéi da
potencije broja 3 pri dijeljenju s 8 daju ostatke 11 3, broj 3™ 4 3™ moze davati ostatke 2, 41 6
pri dijeljenju s 8, sto je kontradikcija.

Prema tome, 3™ + 3" 4+ 1 ne moze biti kvadrat prirodnog broja.
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Zadatak A-2.4.

Neka su p i ¢ dva paralelna pravca. Kruznica k dodiruje pravac p u tocki A i sije¢e pravac ¢ u
razli¢itim tockama B i C. Neka je T' totka na praveu p i neka duzine TB i TC sijeku kraci luk
AC redom u tockama K i L, razli¢itima od B i C.

Dokazi da pravac K L prolazi polovistem duzine AT.

Prvo rjesenje.

Neka je tocka P sjeciste pravaca p i KL te <I'BC = .

Pravac BT je presje¢nica paralelnih pravaca p i g pa je <BTA = <T'BC = z.
Cetverokut BOLK je tetivan, stoga vrijedi <C LK = 180°— <K BC = 180°—<T'BC = 180°—z
paje <K LT =180° — <CLK = x.

Trokuti PKT i PTL su sli¢ni jer imaju zajednicki kut pri vrhu P te sukladne kutove <KTP =
<IBTA=2xi<KLT = z. Zato je

|PK| _ |PT] . 2
= tj. |PK|-|PL|=|PT|".
Budu¢i da potencija tocke P u odnosu na kruznicu k iznosi |PK| - |PL| = |PA|?, kona¢no

dobivamo |PA|? = |PT|*. Dakle, |PA| = |PT|, tj. tocka P je poloviste duzine AT.

Drzavno natjecanje iz matematike 2014. 9/22



Drugo rjesenje.

Neka je toc¢ka Y sjeciste kruznice opisane trokutu AT L i pravca K L (razli¢ito od L).

Kako je ¢etverokut AYTL tetivan slijedi <7YL = <TAL. Zbog kuta izmedu tetive AL i
tangente p kruznice k vrijedi <T'AL = <ABL, a bududi da je i ¢etverokut AKLB tetivan,
vrijedi <ABL = <AKY. Dobivamo da je <TYL = <TY K = <AKY &to povlaci AK || YT.

Iz tetivnog cetverokuta AYTL sada imamo <Y AT = <Y LT. Kako je cetverokut BKLC
tetivan, vrijedi <Y LT = <K LT = <KBC = <I'BC. Budud¢i da je BT presje¢nica pravaca
piq, vrijedi i <T'BC = <ATB. 1z svega toga slijedi <Y AT = <ATB = <ATK, $to povlaci
AY || KT.

Iz paralelnosti AK || YT i AY || KT dobivamo da je Cetverokut AYTK paralelogram, pa
pravac njegove dijagonale K L prolazi polovistem duZine AT.

Zadatak A-2.5.

Sto kvadratnih omotnica razli¢itih veli¢ina rasporedeno je tako da se za svake dvije razlicite
omotnice manja omotnica nalazi unutar vece ili su omotnice jedna izvan druge. Pritom se i u
manjoj i u ve¢oj omotnici mogu nalaziti i druge omotnice. Dva rasporeda smatramo razli¢itima
ako postoje dvije omotnice koje se u jednom rasporedu nalaze jedna unutar druge, a u drugom
ne. Koliko ima razli¢itih rasporeda u kojima se unutar najveée omotnice nalaze sve ostale?

Prvo rjesenje.
Promotrimo isti problem s ukupno n omotnica te oznac¢imo s K,, trazeni broj rasporeda.

Neka je dan jedan raspored n omotnica. Ako maknemo najmanju omotnicu, dobivamo raspored
n — 1 preostalih omotnica. S druge strane, ako nam je dan jedan moguéi raspored preostalih
n — 1 omotnica, najmanju omotnicu mozemo staviti u najveéu omotnicu ili u bilo koju od
preostalih n — 2 omotnica. Dakle, K, je to¢no n — 1 puta veéi od K,,_;.

Stogaje K, =(n—1)- K, 1=n—-1)-(n—-2)- K, o=---=n—-1)-(n—2)---2- K.

Kad imamo samo dvije omotnice, jedini moguéi nacin je staviti manju unutar vecée, pa je Ky = 1.
Stoga je trazeni broj rasporeda K, = (n—1)-(n—2)---1.

Za sto omotnica je broj razli¢itih rasporeda Koo = 99-98-- -1, tj. umnozak prvih 99 prirodnih
brojeva.
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Drugo rjesenje.

Oznac¢imo najveé¢u omotnicu brojem 1, drugu najveéu brojem 2, tre¢u najvecu brojem 3, ..., a
najmanju brojem 100. Zamislimo da je na pocetku omotnica s brojem 1 prazna i promotrimo
na koje sve nacine mozemo preostale omotnice staviti u nju postujuc¢i pritom uvjete zadatka.

U prvom koraku omotnicu 2 mozemo na samo jedan nacin staviti u omotnicu 1. Zatim omotnicu
3 mozemo staviti ili unutar omotnice 2 ili izvan omotnice 2, a unutar omotnice 1. Dakle, ukupno
na dva nacina. Opcenito, omotnicu k£ mozemo staviti

e unutar omotnice k — 1

e izvan omotnice £k — 1, a unutar omotnice k — 2

e izvan omotnica k — 11 k — 2, ali unutar omotnice k — 3

°:

e izvan svih ostalih omotnica osim omotnice 1.

To je ukupno £ — 1 nacina.

Dakle, omotnice s brojevima 2, 3, ..., 100 moZzemo unutar omotnice 1 staviti na ukupno
1-2-.-99 nacina, $to je ujedno i trazeni broj rasporeda.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
Sibenik, 3. travnja 2014.

Zadatak A-3.1.

Neka je ABC' jednakostrani¢ni trokut sa stranicama duljine 1. Tocka X na polupravcu AB i
to¢ka Y na polupravcu AC' odabrane su tako da su |AX| i |AY| prirodni brojevi.

Moze li polumjer kruznice opisane trokutu AXY biti /2014 ?
Rjesenje.
Pretpostavimo da je moguée da je polumjer kruznice opisane trokutu AXY jednak 1/2014.

U trokutu AXY kut nasuprot stranici XY iznosi 60° jer je trokut ABC jednakostranican.
Ako je R polumjer kruznice opisane trokutu AXY', onda je

|XY| = 2Rsin 60° = v/2014 - V3.

Oznacimo |AX| = m, |AY| = n, gdje su m i n prirodni brojevi.

Y
n
c
A B m X
Primjenom poucka o kosinusu na trokut AXY dobivamo m? + n*? — 2mncos60° = |XY|?

odnosno
m? +n? —mn = 2014 - 3.

Primijetimo prvo da je desna strana jednakosti parna. Ako su m i n razli¢ite parnosti ili ako
su oba neparna, onda je lijeva strana neparna, Sto je nemoguce.

Preostaje samo moguénost da su i m i n parni brojevi. Tada je m? + n? — mn djeljivo s 4, ali
2014 - 3 nije, pa je i to nemoguce.

Dakle, pocetna pretpostavka je pogresna, odnosno R ne moze biti v/2014.

Drzavno natjecanje iz matematike 2014. 12/22



Zadatak A-3.2.
Unutar Siljastokutnog trokuta ABC' nalazi se tocka P takva da je

JAPB = <CBA+ <ACB, 4BPC = <ACB + <BAC.

Dokazi da vrijedi
|AC|-|BP| |BC|-|AP]|

\BC| |AB|

Prvo rjesenje.
Oznacimo <BAC = a, <CBA =1 <ACB = .

Iz <APB = 3 + v i <BPC = v + a slijedi

<CPA =360° — <APB — <BPC =360° — 8 —7 —7y—a =a+f.

Ako je <PBA = z, onda je <BAP =180° — <APB —<PBA=180°-f—y—z=a—ux, te
<PAC =<BAC —<«BAP=a— (o —z) =x.

Analogno dobijemo <ACP =~v -z, <PCB=2x1<CBP = —x.

Primjenom poucka o sinusima u trokutima ABP i BC'P dobivamo

|AP|  |AB]  |AB| . |\BP|  |BC|  |BC|

sinz  sin(B+4+7) sina sing  sin(y+a) sinB’
odakle zbog sina : sin § = |BC| : |AC] slijedi

|BP| _|BC|sina _ |BC|-|BC|
|AP|  |AB|sin3  |AB|-|AC|’

odnosno

|AC|-|BP| _ |BC|-|AP]
\BC| |AB|
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Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju uvedemo oznake <BAC = «a, <CBA = 3, <ACB = v, te pokazemo da
je <CAP = <ABP = <BCP =z. Tada je <PAB=a—x,<PBC =0—x1<PCA=~v—x.

Promotrimo kruznicu k opisanu trokutu APC. Kako je <PCB = <PAC = x, prema obratu
teorema o kutu izmedu tangente i tetive zaklju¢ujemo da je pravac BC tangenta te kruznice.

Neka pravac BP sijec¢e kruznicu k u tockama P i T. Tada vrijedi

|BC|* = |BP|-|BT|. (%)

Takoder, vrijedi <ATB = <ATP = <ACP = v — z. Bududi da vrijedi i <ABT = <ABP =
x = <C AP, zaklju¢ujemo da su trokuti ABT i PAC sli¢ni.

AB|-|A
Stoga vrijedi |AB| : |BT| = |PA| : |AC|, tj. |BT| = ||1|4]|D|C|
Uvrstavanjem u (&) dobivamo
AB| - |AC|
Bep — gp| . ABL1AC
pop = sl R

Sto je ekvivalentno s tvrdnjom zadatka.

Zadatak A-3.3.

Postoje li prirodni brojevi m i n za koje su m? +n i n? + m kvadrati prirodnih brojeva?
Rjesenje.

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je m > n. Ocito, m? < m? +n. S druge
strane, (m + 1)> = m? + 2m + 1 > m? + n jer je 2m > n.

Dakle, imamo
m* <m?4+n < (m+1)>2

odnosno m? +n je smjesten izmedu dva uzastopna kvadrata pa ne moze biti kvadrat prirodnog
broja. Ne postoje takvi prirodni brojevi m i n.
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Zadatak A-3.4.
Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi da vrijedi
a? b? 3a+2b—c
+ > -
a+b b+c 4

Prvo rjesenje.

a+b . b+c
i

Dodavanjem na obje strane trazene nejednakosti, dobivamo

<a2 +a+b> (b2 +b+c>>3a+2b—c+a+b+b+c
a+b 4 b+c 4 )7 4 4 4

Posljednja nejednakost slijedi iz A—G nejednakosti jer je

a? +a+b> . b? +b+c
>aq i
a+b 4 b+c 4

> b.

Drugo rjesenje.
Izraze na lijevoj strani dane nejednakosti ocijenimo na sljede¢i nacin:
2 2
a 2ch—qb . b 2pb+qc’
a+b 4 b+ c 4

=a-+b.

pri ¢emu je, da bismo dokazali danu nejednakost, potrebno naci koeficijente p i ¢ takve da je
(pa+ gb) + (pb+ gc) = 3a+ 2b — c. Brojevi za koje ova jednakost vrijedi za sve a,b, ¢ su p = 3,

q = —1. Preostaje nam dokazati nejednakost
x? > 3T —y
r+y 4

za sve pozitivne realne brojeve x i y.
Prethodna nejednakost je ekvivalentna nejednakostima
4* > 3z — y)(z +y),
? —2xy+9* >0,
(.’L’ - y)2 = 07

a posljednja nejednakost ocito vrijedi.
Trece rjesenje.
Koristenjem Cauchy—Schwarz nejednakosti u Engel formi dobivamo da je

2 2 2
a b - (a+b)* _(a+ww+m)>a+b

a—|—2b+c_3a—|—2b—c

a+b+b+c/a+2b+c_a a+2b+c 4

Ovdje zadnja nejednakost slijedi iz A—G nejednakosti jer je

(a+22’?+6>2 _ <<a+b>;(b+c)>2 > (a+b)(b+ o).
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Cetvrto rjesenje.

Mnozimo danu nejednakost s 4(a + b)(b + ¢) i nakon sredivanja dobivamo
a’b — ab® + a®c + ac? — b*c + be? + 2b° — dabe > 0,
a ta je nejednakost ekvivalentna s

b(a —c)® + (a + ¢ —2b)(ac — b*) > 0. ()

Ako je (a + ¢ — 2b)(ac — b?) > 0, nejednakost o€ito vrijedi.
Jo§ treba dokazati nejednakost () ako je (a + ¢ — 2b)(ac — b?) < 0.
Utvrdimo najprije kada je ovaj umnozak negativan. Naizgled postoje dva slucaja, ali jedini
mogucdi je
a+c—20>0, b > ac

. . + . . . +
Tada je b > \Jacib < %. Drugi slucaj otpada jer je \/ac < a 5 =

Dakle, nejednakost jos nije dokazana samo u slucaju da se b nalazi izmedu geometrijske i
aritmeticke sredine brojeva a i ¢. Oznacimo G = /ac, A = “T*C Kako je a +c=2A1i ac = G?,
nije tesko pokazati da je nejednakost (<) ekvivalentna s

2A%b — AW + AG? — 3bG? + 1% > 0,

uz uvjet G < b < A.

No, ta je nejednakost ekvivalentna s
Ab(A —b) +b(A* — G®) + G*(A=b) + b(b* —G*) = 0

koja vrijedi jer je zbog A > b > (G vrijednost svake zagrade pozitivna.

Time je polazna nejednakost dokazana.

Zadatak A-3.5.

Na kruznici duljine 6 N oznaceno je 3N tocaka koje dijele tu kruznicu na ukupno 3N lukova:
N lukova duljine 1, N lukova duljine 2 i N lukova duljine 3.

Dokazi da medu oznacenim tockama postoje dvije koje su krajnje tocke nekog promjera te
kruznice.

Rjesenje.

Danih 3N tocaka nazovimo wvanjskim tockama. Svaki od N lukova duljine 2 podijelimo na
dva luka jednakih duljina jednom tockom, a svaki od N lukova duljine 3 podijelimo na tri
jednaka dijela dvjema tockama. Tih novih 3N toc¢aka nazovimo unutarnjim tockama. Ukupno
unutarnjih i vanjskih ima 6N i one dijele kruznicu na 6N dijelova duljine 1. Zbog ¢injenice
da je 6N paran broj zaklju¢ujemo da se dijametralno suprotno svakoj od tih 6N tocaka nalazi

takoder jedna od tih 6N tocaka. Iz definicije unutarnjih tocaka slijedi da ne postoje 3 uzastopne
unutarnje tocke.
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Pretpostavimo suprotno tvrdnji zadatka da nikoje
dvije od danih 3N vanjskih tocaka nisu medusobno
dijametralno suprotne. To znac¢i da se dijame-
tralno suprotno svakoj vanjskoj tocki nalazi unutar-
nja tocka. Kako vanjskih i unutarnjih tocaka ima
jednako, zaklju¢ujemo i da se dijametralno suprotno
svakoj unutarnjoj tocki nalazi vanjska tocka.

Neka su A i B dvije proizvoljne vanjske tocke koje
¢ine luk duljine 1. Kao na slici, neka je tocka C' di-
jametralno suprotna tocki A, a tocka D dijametralno
suprotna toc¢ki B. Nadalje, neka je tocka P (razlicita
od C) takva da je luk PD duljine 1, te neka je tocka
Q (razlicita od D) takva da je luk C'Q duljine 1.

Tocke A i B su vanjske tocke pa su tocke C' i D unutarnje. Zbog ¢injenice da ne postoje 3
uzastopne unutarnje tocke, zakljucujemo da su tocke P i () vanjske. Dakle, nasuprot luka AB
duljine 1 se nalazi luk PQ duljine 3. Kako lukova duljine 1 i 3 ima jednako, zaklju¢ujemo da
vrijedi i obrat — nasuprot svakog luka duljine 3 nalazi se luk duljine 1.

Zai € {1,2,3}, neka je L; broj lukova duljine 7 unutar kraceg luka AP te neka je D; broj lukova
duljine 7 unutar kraceg luka B(Q).

Duljina luka AP je 3N — 2 pa stoga vrijedi jednakost:

L1 + 2L2 + 3L3 =3N — 2. (*)

Zakljucili smo da se nasuprot svakog luka duljine 1 nalazi luk duljine 3 i obratno pa vrijedi:

Dl = L3. (**)

Ukupno ima N lukova duljine 1 pa vrijedi:
Li+Dy=N —1,

odnosno, zbog (xx):
L+ L3=N —1. (%)

Oduzimanjem jednakosti (##*) od jednakosti (*) dobijemo:
9y +2Lg = 2N — 1,

no to je nemoguce jer je lijeva strana prethodne jednakosti paran broj, a desna strana neparan
broj. Stoga zaklju¢ujemo da je naSa pretpostavka bila pogresna pa postoje dvije vanjske tocke
koje su medusobno dijametralno suprotne.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
Sibenik, 3. travnja 2014.

Zadatak A-4.1.
Za prirodni broj n ozna¢imo sa s(n) zbroj njegovih pozitivnih djelitelja, a sa d(n) broj njegovih

pozitivnih djelitelja. Odredi sve prirodne brojeve n takve da vrijedi

s(n) =n-+d(n)+ 1.

Rjesenje.
Primijetimo da n = 1 svakako nije rjeSenje, pa je d(n) > 2.

Takoder, nije moguce da vrijedi d(n) = 2 jer bi tada broj n bio prost i zadana jednadzba bi
glasila 1 +n=n+2+1, paje d(n) > 3.

Nekasul=D; < Dy <--- < Dy = n djelitelji broja n. Pocetna jednadzba glasi

d(n)—1
1+ Y Di+n=n+d(n)+1.
=2
d(n)—1
Buduéi da je D; > 2 za sve i € {2,3,...,d(n) — 1}, vrijedi d(n) = D; > (d(n) —2) - 2,

odakle je d(n) < 4, odnosno 3 < d(n) < 4.
Za d(n) = 3 broj n je kvadrat nekog prostog broja p i pocetna jednadzba glasi

l+p+p°=p*+3+1,

odakle slijedi p =3 in =p*=09.

Za d(n) = 4 imamo dvije moguénosti.

a) Ako je n umnozak nekih prostih brojeva ¢ i r (¢ < r), onda pocetna jednadzba glasi
1+qg+r+qr=qgr+4+1, odakle je ¢ +r = 4. Ne postoje takvi prosti brojevi ¢ i r.

b) Ako je n kub nekog prostog broja s, onda pocetna jednadzba glasi 1+s+s*+s% = s> +4+1,
odakle je s> + s —4 = (0. Ne postoji takav prirodni broj s.

Dakle, jedino rjesenje je n = 9.
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Zadatak A-4.2.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve realne brojeve x i y vrijedi

f@)f(y) = flx+y) +xy.

Rjesenje.
Uvrstavanjem y = 0 slijedi f(x)f(0) = f(z) za sve realne brojeve z.

Ako bi vrijedilo f(z) = 0 za sve z, tada bi pocetna jednakost glasila 0 = 0 + xy za sve z,y, $to
je nemoguce. Dakle, mora vrijediti f(0) = 1.

Uvrstavanjem x = 1, y = —1 slijedi f(1)f(—1) = f(0) — 1, odnosno f(1)f(—1) = 0.

Ako je f(1) = 0 tada uvrStavanjem y = 1 u pocetnu jednadzbu dobivamo da 0 = f(z + 1) + x
za sve x, pa zamjenom z = x + 1 dobivamo da je f(z) =1 — z za sve z.

Analogno, ako je f(—1) = 0 uvrStavanjem y = —1 dobivamo da je 0 = f(z — 1) — z za sve z,
pa zamjenom z = z — 1 dobivamo da je f(z) = 1+ z za sve z.

Uvrstavanjem vidimo da funkcije f(z) = 1 —x i f(x) = 1 + x zaista zadovoljavaju pocetnu
jednadzbu, te su to trazena rjeSenja.

Zadatak A-4.3.

Dano je 2014 Zetona koji su s jedne strane crne, a s druge bijele boje i ploc¢a dimenzija 2014 x 1.
Na pocetku se na svakom polju ploc¢e nalazi po jedan zeton, okrenut na crnu ili na bijelu stranu.
U svakom potezu dozvoljeno je ukloniti jedan Zeton okrenut na crnu stranu i istovremeno
preokrenuti Zetone na susjednim poljima (ako nisu ve¢ uklonjeni).

Odredi sve pocetne rasporede Zetona za koje je nizom takvih poteza mogucée ukloniti sve Ze-
tone.

Rjesenje.
Matematickom indukcijom po broju Zetona dokazat ¢emo tvrdnju: Iz nekog pocetnoga ras-

poreda mozemo ukloniti sve Zetone ako i samo ako je u tom rasporedu neparan broj Zetona
okrenut na crnu stranu.

Ako je na plod¢i samo jedan Zeton, mozemo ga ukloniti ako i samo ako je okrenut na crnu stranu.

Za prirodni broj N > 1, pretpostavimo da je tvrdnja istinita za sve rasporede koji se sastoje od
manje od N Zetona i promotrimo proizvoljan pocetni raspored od N Zetona. Neka je K broj
zetona u tom rasporedu koji su okrenuti na crnu stranu.

Primijetimo da se uklanjanem nekog Zetona ploca razdvaja u dva dijela te da potezi na jednom
od ta dva dijela ne utjecu na zetone drugog dijela.

Ako je K neparan broj, dokazat ¢emo da je mogucée ukloniti sve zetone. Neka je Y prvi Zeton
na plo¢i koji je okrenut na crnu stranu. Pretpostavimo da Y nije ni na prvom ni na zadnjem
mjestu ploce, te nazovimo X Zeton na polju ispred Y, a Z Zeton na polju iza Y. U prvom
potezu uklonimo Y i polje plo¢e na kojem se nalazi Y (te preokrenemo X i Z). Na taj nacin
¢emo dobiti dvije manje ploc¢e. Pokazat ¢emo da sa svake od njih mozemo ukloniti sve Zetone.
Na prvoj plo¢i se nalaze svi zetoni koji su ispred Y, a na drugoj plo¢i svi Zetoni koji se nalaze
iza Y.
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Na prvoj plo¢i su svi Zetoni okrenuti na bijelu stranu, osim X kojeg smo upravo okrenuli na
crnu stranu. Dakle, na prvoj ploci je to¢no jedan zeton okrenut na crnu stranu, pa prema
pretpostavci indukcije postoji niz poteza kojim mozemo ukloniti sve Zetone s te ploce.

Ako je Z okrenut na bijelu stranu, onda ¢e nakon poteza broj Zetona na drugoj ploc¢i koji su
okrenuti na crnu stranu biti jednak K. Ako je Z okrenut na crnu stranu, onda ¢e nakon poteza
broj zZetona na drugoj plo¢i koji su okrenuti na crnu stranu biti K —2. U oba slu¢aja broj Zetona
na drugoj ploci je neparan. Prema pretpostavci indukcije zaklju¢ujemo da mozemo ukloniti sve
zetone i s druge ploce.

Ako je Y prvo polje ploce, onda promatramo samo drugu ploc¢u i Zeton Z, a ako je Y zadnje
polje ploce, onda promatramo samo prvu plocu i zZeton X.

Pretpostavimo da je K paran broj i da za promatrani pocetni raspored postoji niz poteza kojim
mozemo ukloniti sve Zetone. Neka je Y Zeton kojeg uklanjamo u prvom potezu. Uz Zeton Y,
na ploci se prije tog poteza nalazio neparan broj Zetona okrenutih na crnu stranu. Ukupan
broj zetona okrenutih na crnu stranu na dva dijela plo¢e nakon poteza ¢e i dalje biti neparan
broj. Stoga se na jednom dijelu plo¢e nalazi paran broj Zetona okrenutih na crnu stranu.
Prema pretpostavic indukcije, Zetoni s tog dijela ploce se ne mogu ukloniti, pa dolazimo do
kontradikcije. Time smo pokazali da ako je moguce ukloniti sve zZetone, onda broj Zetona
okrenutih na crnu stranu ne moze biti paran.

Zadatak A-4.4.

Neka su a, b i ¢ duljine stranica trokuta opsega 1. Dokazi da vrijedi

2
\/a2+b2+\/b2+02+\/02+a2<1+\é_.

Rjesenje.
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti a > b > c.

1
Tada iz nejednakosti trokuta i jednakosti a+b+c = 1 slijedi a < b+c¢ =1—a, odnosno a < 7

2
Zbog b < a vrijedi Va2 + b2 < V2a? = aV2 < \2_

2

2
Zbog ¢ < b vrijedi b 4 ¢ <b2+bc<62~|—bc+%= (b+g) , odnosno Vb2 + ¢2 <b+g.

Analogno slijedi va? + ¢ < a+ g

Zbrajanjem dobivenih nejednakosti slijedi

2
\/a2+b2+\/b2+cz—l—\/a2—l—02<\/_+(

V2
2 2

b+g)+(a+g>:1+
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Zadatak A-4.5.
Neka je ABC'D konveksni ¢etverokut takav da vrijedi

<BAD =90°, <BAC =2<BDC i <DBA+ <DCB = 180°.

Odredi mjeru kuta <D BA.

Prvo rjesenje.

Neka je <BDC =z i <DBA = y. Tada je <BAC = 2x. Neka su tocke P i () redom sjecista
simetrale kuta <BAC' s duzinom BC i polupravcem DC.

Tada je <BAQ = <BDQ = z, pa je ¢etverokut ABQD tetivan. Buduéi da je <BAD pravi i
kut <D@B je takoder pravi.

Obodni kutovi <DQA i <DBA nad tetivom AD su jednaki, tj. <DQA = v, te je <AQB =
90° — .

Bududi da je <BCQ = 180° — <DCB = y = <DQA, trokut PQC je jednakokracan i vrijedi
|PQ| = |PC.

Imamo i <QBP = <QPC — <PQB = 180° — 2y — (90° — y) = 90° —y = <AQB, pa je i trokut
PBQ jednakokracan i vrijedi |PB| = |PQ)|.

Dakle, to¢ka P je poloviste duzine BC, pa prema obratu poucka o simetrali kuta <BAC vrijedi
|AB| = |AC.

Stoga je 90° = <APB = <QPC = 180° — 2y, odakle slijedi <DBA =y = 45°.
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Drugo rjesenje.

Neka je <BDC = xi<DBA =y. Tada je <BAC = 2z, <ADB = 90°—y, <ADC = 90°—y+=,
<CAD =90° — 2z, <CBD = 180° — <DCB —<BDC =y —x i <CBA =2y — z.

D

A B

Primjenom poucka o sinusima u trokutima ABC i AC'D dobivamo
|AC|  sin(2y — ) . |AC|  sin(90° —y +x)  cos(y —x)
|BC|  sin2x |IDC|  sin(90° —2x)  cos2x

odakle je
|DC|  sin (2y — x) cos 2w
|BC|  cos(y —x)sin2z

|DC|  sin(y — )
|BC| ~ sinz

Primjenom poucka o sinusima u trokutu BC'D dobivamo , pa je

sin (2y — x)cos2z  sin(y — x)
cos(y —x)sin2r  sinz
Transformacijom posljednje jednadzbe redom dolazimo do
cos 2z sinz sin (2y — x) = sin 2z sin (y — x) cos (y — x),
cos 2z sinzsin (2y — x) = 2sinz cos x sin (y — x) cos (y — ),
cos 2z sinx sin (2y — x) = sinz cos x sin (2y — 2z),
sin z [cos 2z sin (2y — ) — cosx sin (2y — 2z)] = 0,
sinz [sin (z 4 2y) —sin (2y — x)] =0,
2sinx cos2ysinx = 0,

sin? z cos 2y = 0.

Bududi da je 0° < 2z < 90°, odnosno 0° < x < 45°, ne moze biti sinz = 0.
Preostaje cos 2y = 0, odakle zbog 0° < y < 90°, odnosno 0° < 2y < 180° slijedi 2y = 90°.
Dakle, <DBA = y = 45°.
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