gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta
29. sijeCnja 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Odredi prirodni broj n takav da mu je zbroj najmanja dva djelitelja 6, a zbroj najveca
dva djelitelja 1122.

Rjesenje.
Najmanji djelitelj broja n je 1.

Iz uvjeta zadatka slijedi da je drugi najmanji djelitelj broja n broj 5.

Najveca dva djelitelja broja n su g in.

Dakle 6
n n
1122 = - = —
n+ 5 5
iz Cega slijedi n = 935.
Zadatak A-1.2.
2 12
Neka su a i b pozitivni realni brojevi takvi da je a®>+0® = 2ab(a+b). Odredi % +—-
a

Rjesenje.
Faktorizacijom lijeve strane dobivamo (a + b)(a® — ab + b*) = 2ab(a + b).

Buduéi da su brojevi a i b pozitivni vrijedi a + b # 0, pa dobivenu jednakost mozemo
podijeliti s a + b.
Stoga slijedi a? — ab + b = 2ab, odnosno a? + b? = 3ab.
Kvadriranjem dobivamo a* + 2a%b* + b* = 9a20?,
odnosno a* + b* = 7a?1?.

2 b2 4 b4
Dijeljenjem s a?b? # 0 dobivamo da je Z—Q + 5= aa:—lﬂ =T.
Napomena: Nuzno je napisati da a + b i ab nisu nula. Ako ucenik to ne napiSe, treba
dobiti 1 bod manje nego $to bi dobio da je komentirao mogué¢nost dijeljenja nulom.
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Zadatak A-1.3.

Povrsina presjeka veéeg i manjeg kvadrata iznosi dvije tre¢ine povrSine manjeg kva-
drata, a takoder i jednu petinu povrsine njihove unije. Odredi omjer duljina stranica
veceg i manjeg kvadrata.

Prvo rjesenje.

Oznacimo stranicu veéeg kvadrata s a, a stranicu manjeg kvadrata s b.

Tada je povrsina presjeka jednaka %bQ. 1 bod
Povrsina unije jednaka je zbroju povrSina manjeg i veceg kvadrata umanjenom za

povrsinu njihovog presjeka. 1 bod
Zato je povisina presjeka a® + b* — 20% = o + 3b°. 1 bod
Prema uvjetu zadatka je 2b* = 1 (a? + 1b?). 1 bod

Slijedi 2b% = 1a® + {zb%, tj. s£b? = ta®. Dakle, omjer povr§ina je a® : 5> =9:3=3:1. 1 bod

Iz toga slijedi da je omjer stranica a : b= /3 : 1. 1 bod

Drugo rjesenje.
Oznacimo povrS$inu manjeg kvadrata s 3x. Tada je povrSina presjeka jednaka 2z. 1 bod
Prema uvjetu zadatka povrsina unije je 10z. 1 bod

Povrsina dijela veceg kvadrata koji nije u presjeku povrsina tog dijela je 10z —3x = 7z. 2 boda

Slijedi da povr8ina veceg kvadrata iznosi 2x + 7z = 9z. 1 bod

Omjer povidina veceg i manjeg kvadrata je 9: 3, tj. 3 : 1, a trazeni omjer je /3 : 1. 1 bod

Zadatak A-1.4.

U ravnini je nacrtano sto kruznica s istim sredistem polumjera 1,2,...,100. Najma-
nji krug obojan je crvenom bojom, a svaki od 99 kruznih vijenaca omedenih dvjema
kruznicama crvenom ili zelenom bojom tako da su susjedna podrucja razli¢itih boja.

Odredi ukupnu povrsinu zeleno obojanih podrudja.
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Prvo rjesenje.

Ako je polumjer ve¢eg kruznice n, a manje kruznice n — 1, povrSina kruznog vijenca
izmedu njih je n?m — (n — 1)*m.

Bududi da je svako drugo podrucje zeleno, ukupna povrsina zelenih podrucja je

P, = (2°m — 1?7) + (4*1 — 3%*7) + - - + (100°7w — 99°7).

Primijenimo li formulu za razliku kvadrata n* — (n —1)2 =1+ (n — 1 + n), dobivamo

P,=(1+2+34---4994100)7.

1
Prema formuli za zbroj prvih n prirodnih brojeva, 1+24---4+n = n(n;—)7 dobivamo
100 - 101
da je P, ::444454445 — 50507

Napomena: Ucenici koji ne znaju formulu za zbroj prvih n prirodnih brojeva, rjeSenje
mogu dovrsiti koriste¢i Gaussovu dosjetku. Napisimo zbroj dvaput i zbrojimo dobivene
jednakosti na sljedec¢i nacin:

P, = ™ 4+ 2r 4+ --- 4+ 97 + 1007
P,= 100r + 997 + --- 4+ 2w + 7
2P, = 101w + 101w + --- + 101w + 101w

Slijedi da je 2P, = 100 - 101w, tj. P, = 5050.

Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju, zaklju¢ujemo da je povrsina zelenih podrucja
P, = (2°m — 1?7) + (4*7 — 3*7) + - - - + (100°7w — 99°7).
Bududi da je n*m — (n — 1)*1 = (2n — 1)m, dobivamo

P,=3r+7nr+ 110+ ---+ 1957 + 1997.

Napi§imo ovaj zbroj dvaput (jednom kao gore, u rastu¢em poretku, te jednom unazad)
i zbrojimo dobivene jednakosti:

P= 3 4+ T + -+ + 1957 + 199«
P.= 197 + 197 + .-+ 4+ Tm + 3«
2P, = 2027 + 2027 + --- 4+ 2027 + 2027

Slijedi da je 2P, = 50 - 2027, tj. P, = 50507.
Napomena: Toc¢an odgovor bez obrazloZenja nosi 1 bod.

Napomena: Ako u¢enik ra¢una zbroj povr§ina crvenih podrucja (npr. zato $to se zabuni
oko poretka crvenih i zelenih podruédja) treba dobiti 1 bod manje nego $to bi dobio da
je istim postupkom ra¢unao zbroj povrsina zelenih podrucja.

ékolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2015.

2 boda

2 boda

2 boda

2 boda

1 bod

3 boda

3/29



Zadatak A-1.5.

Neka je I srediSte upisane kruznice Siljastokutnog trokuta ABC'i neka je |AC| > |BC|.
Simetrala kuta i visina iz vrha C' sijeku se pod kutom od 10°. Ako je <AIB = 120°,
odredi kutove trokuta ABC.

Prvo rjesenje.

Oznacimo v = <ACB. Neka je N noziste visine iz vrha C.

C

Prema uvjetu zadatka je <BCN = % — 10°.

Trokut BCN je pravokutan, pa je <CBN = 90° — (% — 10°> = 100° — %

U trokutu ABC vrijedi <CAB = 180° 5 — (100° — %) —80° — %

Buduéi da je I srediste upisane kruznice, pravei AI i BI su simetrale kutova <BAC' i
<ACB, redom. Odavde slijedi da je <BAIl =40° — 7 i <ABI = 50° — 7.

Iz zbroja kutova u trokutu ABI slijedi 40° — 7 + 50° — T + 120° = 180°,
odakle je v = 60°.

Konaino je <CBA = 100° — I = 70° i <BAC = 80° — 1 = 50°.

Drugo rjesenje.
Oznacimo v = <BAIl i y = <ABI. Tada je x + y = 180° — 120° = 60°.
Neka je N noziste visine iz vrha C.

Bududi da je Al simetrala kuta <BAC, slijedi da je <BAC = 2x. Zato u pravokutnom
trokutu ANC dobivamo <ACN = 90° — 2z.

Analogno, <ABC =2y i <BCN = 90° — 2y.
Simetrala kuta iz vrha C' je pravac CI, pa prema uvjetu zadatka vrijedi </NCT = 10°.

Slijedi da je <ACT = <ACN — <NCI = 90° — 2z — 10° = 80° — 2z, te da je <BCI =
<BCN + <NCI = 90° — 2y + 10° = 100° — 2y.

Dakle, 80° — 2z = 100° — 2y, pa dobivamo drugu jednadzbu y — x = 10°.

RjeSavanje sustava jednadzbi z + y = 60° i y — z = 10°, dobivamo x = 25° i y = 35°.
Slijedi da je <CBA =2y = 70°, <BAC = 2x = 50° i <ACB = 60°.
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Zadatak A-1.6.
Postoji li prirodan broj n takav da je n?+ 2n+ 2015 kvadrat nekog prirodnog broja?

Prvo rjesenje.

Prepostavimo da postoji prirodni broj m takav da je

n? + 2n + 2015 = m?.

Ako je n neparan, onda m mora biti paran. 1 bod
Buduéi da je n neparan, onda n? daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 4 1 bod
(ako je n = 2k + 1, onda je n* = 4k* + 4k + 1).

Broj 2n daje ostatak 2 pri dijeljenju sa 4, pa n? + 2n + 2015 daje ostatak 2. 1 bod
S druge strane, m? je djeljiv sa 4, pa dobivamo kontradikciju. 2 boda
Ako je n paran, onda m mora biti neparan. 1 bod
Budu¢i da je n paran, onda je n? i 2n djeljivo sa 4. 1 bod
Zato n? + 2n + 2015 daje ostatak 3 pri dijeljenju sa 4. 1 bod

S druge strane, m je neparan, pa m? daje ostatak 1 pri dijeljenju s 4. Dakle, i u ovom
slu¢aju dolazimo do kontradikcije. 2 boda

Ne postoji prirodni broj n takav da je n? + 2n + 2015 potpun kvadrat.

Drugo rjesenje.

Pretpostavimo da postoji prirodni broj m takav da je
n* +2n + 2015 = m>.

Tada je
(n+1)% + 2014 = m?>. 1 bod

ZapiSemo li jednakost na nacin
m? — (n+1)? = 2014,
onda lijevu stranu jednakosti mozemo faktorizirati i dobivamo
(m+(n+1)(m-—(n+1)) =2014. 1 bod
Brojevi m + (n+ 1) i m — (n+ 1) su iste parnosti, 4 boda

pa njihov umnozak mora biti ili neparan ili djeljiv s 4, a 2014 je paran broj koji nije
djeljiv s 4. Zato ne postoje takvi prirodni brojevi m i n. 4 boda
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Napomena: Ucenik koji dode do jednakosti (m +n + 1)(m —n — 1) = 2014, moze
faktorizirati 2014 = 2 - 19 - 53 i promatrati slucajeve.

Tvrdnja da su brojevi m—+n+1im—n—1 prirodni (ili ispisivanje slu¢ajeva s negativnim
djeliteljima od 2014) nosi 1 bod.

Tvrdnja da je m —n — 1 manji od ta dva broja (ili ispisivanje slu¢ajeva u kojima je
m —n — 1 veéi djelitelj od 2014 nego m + n + 1) nosi 1 bod.

Razlikovanje ¢etiri slu¢aja nosi 2 boda:
m—n—1=1m-n—-1=2m-n—-1=19m—-—n—-—1=2-19.

Dokaz da svaki od slucajeva vodi na kontradikciju nosi ukupno 4 boda, po 1 bod za
svaki slucaj.

Evo kako izgleda potpun dokaz u slucaju: m —n—1=19, m+n+1=2-53 = 106.

Zbrajanjem jednakosti dobivamo 2m = 194106 = 125. Buduéi da 125 nije paran broj
vidimo da ne postoje takvi m i n.

Primijetite da u svim sluc¢ajevima kontradikciju dobivamo upravo zato $to brojevi m +
n+11im —n — 1 moraju istovremeno biti iste parnosti i razli¢ite parnosti.

Zadatak A-1.7.

Na nogometnom turniru sudjeluje pet ekipa koje igraju svaka sa svakom toc¢no jednom.
Pobjeda donosi 3 boda, poraz 0 bodova, a nerijeSeno 1 bod. Moze li se dogoditi da na
kraju turnira, u ukupnom poretku, svaka ekipa osim posljednje ima to¢no dva boda
viSe od sljedece?

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo da se moze dogoditi da na kraju turnira svaka ekipa osim posljednje
ima tocno dva boda viSe od sljedece.

Svaka od pet ekipa je odigrala Cetiri utakmice, pri ¢emu u jednoj utakmici sudjeluju

dvije ekipe. Slijedi da je ukupno odigrano 5 = 10 utakmica.

Ako je broj bodova posljednje ekipe bio x, onda je zbroj bodova svih ekipa

r+(x+2)+(x+4)+ (x+6)+ (x+8) =20+ 5z.

S druge strane, broj bodova u deset utakmica je najmanje 20, a najvise 30, pa x moze
biti 0, 1 ili 2.

Ako je x = 0, ukupan broj bodova je 20 $to znaci da su sve utakmice zavrsile nerijeSenim
rezultatom. No, u tom sluc¢aju bi sve ekipe imale isti broj bodova.

Ako je x = 2, ukupan broj bodova je 30 Sto znaci da su sve utakmice zavrsile pobjedom
jedne ekipe i porazom druge. No, u tom slucaju bi broj bodova svake ekipe bio djeljiv
s 3, Sto nije istina jer posljednja ekipa ima 2 boda.

Preostaje nam slucaj kada je z = 1. Tada ekipe imaju redom 9, 7, 5, 31 1 bod.
Odredimo koliko je poraza i pobjeda pojedina ekipa ostvarila:

Prvoplasirana ekipa ima 3 pobjede i 1 poraz jer je 9 =3+ 3+ 3+ 0.
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Druga ekipa ima 2 pobjede, 1 poraz, i 1 nerijeSenu utakmicu jer je 7 =3+ 3+ 1+ 0.
Tre¢a ekipa ima 1 pobjedu, 2 nerijesene utakmice i 1 poraz jer je 5=3+1+1+0.

Ukupan broj bodova je 25 $to znaci da je to¢no 5 utakmica zavrsilo nerijeSeno, a 5
utakmica pobjedom jedne ekipe i porazom druge.

No, iz gornjeg razmatranja vidimo da su prve tri ekipe ostvarile 6 pobjeda, $to daje
kontradikciju.

Zaklju¢ujemo da nije moguce da na kraju turnira, u ukupnom poretku, svaka ekipa
osim posljednje ima to¢no dva boda visSe od sljedece.

Napomena: U slu¢aju x = 1, ako ucenik ne primijeti da broj pobjeda mora biti to¢no
5 zbog ukupnog broja bodova, rjeSenje moze dovrsiti kao u drugom rjesenju ili ovako:

Posljednja ekipa je izgubila tri utakmice, a jednu remizirala jer je 1 =1+ 040+ 0.

Cetvrta ekipa ima ili jednu pobjedu i tri poraza (prvi sluc¢aj), ili tri nerijeSena rezultata
i jedan poraz (drugi slucaj) jer je3=3+04+0+0=1+1+1+0.

U prvom slucaju, ukupno je sedam utakmica zavrSilo pobjedom jedne ekipe, a devet
utakmica porazom jedne ekipe. To naravno nije moguce.

U drugom slucaju, Sest je utakmica zavrsilo pobjedom, a sedam utakmica porazom.
Ni to nije moguce.

Bodovanje ovakvog pristupa: broj pobjeda, poraza i nerijeSenih utakmica za prve tri
ekipe nosi 2 boda, navodenje slucajeva za pobjede, poraze i nerijeSene utakmice c¢etvrte
ekipe nosi 1 bod, a izvodenje kontradikcije u svakom od dva sluc¢aja nosi po 1 bod.
Ukupno, slu¢aj z = 1 nosi 5 bodova.

Napomena: Ako je svaka utakmica zavrsila pobjedom, bodovi ekipa ne moraju nuzno
biti 0, 3, 6, 91 12, ali broj bodova svake ekipe mora biti djeljiv sa 3.

Drugo rjesenje.

Pretpostavimo da se moze dogoditi da na kraju turnira svaka ekipa osim posljednje
ima to¢no dva boda vise od sljede¢e. Nazovimo ekipe redom A, B, C, D i E krenuvsi
od ekipe koja ima najvise bodova prema ekipi koja ima najmanje bodova.

Ako ekipa E ima 0 bodova, onda je ta ekipa izgubila utakmicu protiv ekipe D. Dakle,
ekipa D bi trebala imati barem 3 boda, pa razlika izmedu ekipa D i E ne moze biti
tocno dva boda.

Ako ekipa F ima 1 bod, onda ekipe D, C', B i A imaju redom 3, 5, 71 9 bodova.

Ekipa D ima 3 boda. Ako je ekipa D pobijedila bilo koju od ekipa A, B ili C, onda
bi morala izgubiti od ekipe F, §to je nemoguce jer E ima samo 1 bod. Dakle, ekipa D
je pobijedila ekipu FE i izgubila sve ostale utakmice ili ima jedan poraz i tri nerijeSene
utakmice.

Ako je ekipa D pobijedila ekipu F, onda je D izgubila od A, B i C'. To znaci da je C
pobijedila D i u ostale tri utakmice C' ima jedan poraz i dva nerijeSena. Ekipa A je
morala imati tri pobjede i jedan poraz, pa slijedi da je A pobijedila C'i izgubila od B,
te da je C igrala nerijeSeno s B i E. Ovime smo zakljucili da je B pobijedila ekipe A
i D iigrala nerijeseno s C, §to joj donosi 7 bodova. To znadi da je B trebala izgubiti
od E, §to nije moguce.
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C D

Preostala je moguc¢nost da je ekipa D igrala nerijeSeno s ekipama B, C'i E, te izgubila
od A (jer A ima tri pobjede i jedan poraz, a nema nerijeSenih utakmica). Tada je
ekipa FE izgubila od A, B i C. Dakle, ekipa C' je pobijedila ekipu F i igrala nerijeSeno
s ekipom D, ¢ime je ostvarila 4 od ukupno 5 bodova. Dakle, C' je morala izgubiti od
ekipe A (jer A nema nerijeSenih utakmica) i igrati nerijeSeno s ekipom B. Ovime smo
zakljucili da je ekipa B pobijedila F i igrala nerijeSeno s C'i D, §to joj donosi 5 bodova.
No, buduéi da u utakmici s ekipom A ne moze osvojiti 2 boda slijedi da je nemoguce
da B ima 7 bodova.

Ako ekipa F ima 2 boda, onda ekipe D, C', B i A imaju redom 4, 6, 8 i 10 bodova.
Ekipa A moze imati 10 bodova samo ako je u tri utakmice pobijedila i jednu igrala
nerijeSeno. Ekipa B moze imati 8 bodova samo ako je u dvije utakmice pobijedila i
u dvije igrala nerijeSeno. Dakle, ekipe A i B su obje neporazene, pa su one odigrale
nerijeSeno i A je pobijedila sve ostale ekipe.

Ekipa C je izgubila od ekipe A, pa 6 bodova u preostale tri utakmice moze ostvariti
samo uz dvije pobjede i jedan poraz. Buduéi da ekipa B nema poraza, to povlaci da
je C pobijedila D i E, te izgubila od B. Ekipa D je izgubila od ekipa A i C, pa bi
4 boda trebala ostvariti protiv B i E. Budué¢i da B nije porazena, slijedi da je D
igrala nerijeSeno protiv B i pobijedila F. Ovime smo zakljucili da je ekipa E izgubila
od ekipa A, C'i D. No, buduéi da u utakmici s ekipom B ne moze osvojiti 2 boda
nemoguce je da F ima 2 boda.
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C D

Ako ekipa E ima 3 boda, onda bi pobjednicka ekipa imala 11 bodova. §to je broj koji je
nemoguce dobiti kao zbroj ¢etiri broja iz skupa {0, 1,3}. Dakle, taj slu¢aj je nemoguc.

Ako ekipa F ima 4 boda, onda bi ekipa A imala 12 bodova, $to znaci da je pobijedila
u svim utakmicama. Ekipa B bi imala 10 bodova, $to je moguce jedino ako bi u tri
utakmice pobijedila i jednu odigrala nerijeseno. No, to takoder nije moguce jer onda
ne bi izgubila utakmicu od ekipe A.

Nadalje, ekipa F ne moze imati vise od 4 boda jer bi onda ekipa A imala vise od 12
bodova, $to je nemoguce ostvariti u samo ¢etiri utakmice.

Budué¢i da svi slucajevi vode na kontradikciju, nije mogucée da na kraju turnira, u
ukupnom poretku, svaka ekipa osim posljednje ima to¢no dva boda vise od sljedece.
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
29. sijeCnja 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak A-2.1.

Dokazi sljede¢u tvrdnju: ako je z kompleksni broj za koji je Re (sz) = 0, onda je
|z| = 1.

Prvo rjesenje.

Neka je z = x + yi. Tada je

Re(21) = re (20 1 bod
z+1 z+ (y+ 1)
(09— 0 1)
— Re -
(z+ (y+ 1)i)(z — (y + 1)i)
_Re<($+(y_1)Z)(x_(y+1)z)> 1 bod
2+ (y + 1)
2 2 _1_ ; 2 2 _
:Re<x +y -1 2m>:x—|—y 1. 2 boda
22+ (y + 1) z? + (y +1)°
Dakle, iz uvjeta Re <z;z> = 0 slijedi 22 + 9% = 1, 1 bod
odnosno |z| = 1. 1 bod
Drugo rjesenje.
Nekajew:%. Ako je Rew = 0, onda je w+w = 0. 1 bod
. ZAa
Bududi da je w = — 2 slijedi 1 bod
O:z—z.+§+z.:(z—z)(?—z).+7(2+.@)(z+z)7 1 bod
z4+i Z—1 (z+1)(z—1)
odnosno
(z—i)Z—1)+(Z+1i)(z+1i) =0. 1 bod

Sredivanjem dobivamo

2Z—iz— i+ 224z +iz+i2 =0, tj. 2z=1 1 bod

Dakle, |z|? = 2z = 1, tj. |2] = 1. 1 bod
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Trece rjesenje.

Ako je Re <H> = 0, onda je S Z = bi za neki realni broj .
zZ+1 Z4+1

Rjesavanjem te jednadzbe po z dobivamo da je

L b—i
14 bi
ob—i —1—bi  —2b+i(1—b?)
 —14bi —1-—0bi b2 41 '
Sada je
L Ab? (1 —b2)2

- (B2 +1)2 + b2+ 1)

_41)2+1—2bz+b4_1
o221

iz cega slijedi |z| = 1.

Zadatak A-2.2.

Neka je O srediste opisane kruznice §iljastokutnog trokuta ABC te neka je N noziste

visine iz vrha A. Dokazi da je <BAN = <CAO.

Rjesenje.

Trokut AOC' je jednakokracan (jer je |AO| = |CO]), pa je

1
9CAO = <ACO = (180° — <400).

Budud¢i da je <ABC obodni kut nad sredisnjim kutom <AOC vrijedi

JAOC = 2<9ABC = 2<ABN.

ékolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2015.
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Slijedi da je
1
<CAO = 5(180° —2<ABN) =90° — <ABN.
S druge strane, trokut ABN je pravokutan, pa je

<BAN = 90° — <ABN,

odnosno

<BAN = <CAO.

Zadatak A-2.3.

Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 1000000 koji su kvadrati prirodnih brojeva,
a daju ostatak 4 pri dijeljenju sa 87

Prvo rjesenje.

Odredimo koji prirodni brojevi n zadovoljavaju navedeno svojstvo, da im je kvadrat
oblika 8k + 4.

Ako je broj neparan, onda je i njegov kvadrat neparan. Dakle, n mora biti paran.
Ako je broj djeljiv sa 4, njegov kvadrat je djeljiv sa 16, pa onda i sa 8.
To znaci da n mora biti oblika 4/ + 2.

Provjerimo da svi takvi brojevi zadovoljavaju navedeno svojstvo: Ako je n = 4l + 2,
onda je n? = 1612 4 161 + 4, a to je oblika 8k + 4.

Primijetimo da je kvadrat prirodnog broja manji od 1000000 ako i samo ako je taj
prirodni broj manji od 1 000. Dakle, treba odrediti koliko ima prirodnih brojeva manjih
od 1000 koji su oblika 4k + 2.

Konacno, takvi su svi brojevi 2,6, 10, ...,998, tj. oblika 4k +2 za k =0,1,2,...,249.
Takvih je brojeva 250.

Drugo rjesenje.

Bududi da je (8k +r)? = 64k? + 16kr + r?, slijedi da (8k + )% i r? daju isti ostatak pri
dijeljenju s 8.

Ostaci kvadrata brojeva 0,1,2,...,7 pri dijeljenju sa 8 su redom 0,1,4,1,0,1,4, 1.

Zaklju¢ujemo da (8% + r)? daje ostatak 4 pri dijeljenju sa 8 ako i samo je r = 2 ili
r = 6.

Primijetimo da je kvadrat prirodnog broja manji od 1000000 ako i samo ako je taj
prirodni broj manji od 1000. Dakle, treba odrediti koliko ima prirodnih brojeva manjih
od 1000 koji su oblika 8k + 2 ili 8k + 6.

Brojevi oblika 8% + 2 manji od 1000 su 2,10,...,994, tj. sviza k = 0,1,2,...,124.
Takvih brojeva je 125.

Brojevi oblika 8k + 6 manji od 1000 su 6,14, ...,998, tj. sviza k = 0,1,2,...,124.
Takvih brojeva je takoder 125, pa je konac¢no rjeSenje 250.
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Zadatak A-2.4.

Zbroj kvadrata svih rjeSenja jednadzbe z? + ax?® 4+ b = 0 jednak je 32, a umnozak svih
rjeSenja te jednadzbe je 4. Odredi a i b.

Prvo rjesenje.

Uvedimo supstituciju ¢ = 22. Time bikvadratna jednadzba prelazi u kvadratnu
2 +at+b=0,
pa iz Viéteovih formula slijedi da za rjeSenja t; i to te kvadratne jednadzbe vrijedi
ty+ta=—a 1 t;-ta=0. 2 boda

Vrac¢anjem supstitucije iz 22 = t; i 22 = t, dobivamo da su rjeSenja pocetne jednadzbe

T1=Vt, To=—Vt, T3=+ty i x4=—ts. 1 bod
Iz uvjeta zadatka slijedi

d=um1 29 23 -04=(—11) (—t3) =0, tj. b=4, 1 bod

2= fadtad+ad =t +t Fty+ty=2(t +1) = —2a, tj. a=—16. 2 boda

Drugo rjesenje.
Ako sa x1, X9, 3 1 x4 oznadimo rjeSenja jednadzbe z* + ax? + b = 0, iz uvjeta zadatka
slijedi da je

el ar s+ =32 i xp-my-13-74 =4

Koristenjem Viéteovih formula za polinome cetvrtog stupnja dobivamo
b:$1'$2'$3'$4, tJ b:4, 2 boda

a =TTy + T1T3 + T1T4 + ToX3 + T2Ty + T3X4

i 021’1—|—£L'2—|—[L’3—|—£L'4. 1 bod
Sada je
0= ($1+.’L’2+£L’3+.’L‘4)2
= (22 + 23 + :Eg 4+ 22) 4 2(2129 + T1T3 + 2124 + ToT3 + ToTy + T3Ty) 2 boda
=32+ 2a, tj. a= —16. 1 bod
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Trece rjesenje.

Bikvadratna jednadzba ima rjesenja X, —X, Y, —-Y.

Umnozak tih brojeva je X?Y? = 4, a zbroj kvadrata 2(X? + Y?) = 32. 1 bod
Rjesavanjem dobivenog sustava dobivamo X? = 8 + 2v/151 Y? = 8 F 21/15. 1 bod

Iz X? =8+ 2v/15 dobivamo X* = 124 + 324/15.
Budu¢i da su X i —X rjeenja jednadzbe z* + ax? + b = 0 slijedi

124+ 8a+b+ (32+2a)V15=0 i 124+ 8a+b— (324 2a)V/15 = 0. 2 boda

Zbrajanjem, odnosno oduzimanjem dobivenih jednakosti slijedi 124 4+ 8a + b = 0 i
32 + 2a = 0. Odavde lako dobivamo da je a = —16 1 b = 4. 2 boda

Zadatak A-2.5.

U ¢etverokutu ABCD zadano je |AB| =6, |BC| =9, |CD| =181 |[AD| = 5. Odredi
duljinu dijagonale AC ako je poznato da je ta duljina prirodni broj.

Rjesenje.

Neka je |AC| = d, gdje je d prirodni broj. Primjenom nejednakosti trokuta na trokute
ABC i ADC redom dobivamo

|AB|+ |BC| > |AC|, tj. d<6+9=15, 2 boda
|AC| + |AD| > |DC|, tj. d>18—-5=13. 2 boda
Buduéi da je 13 < d < 15 prirodni broj, zaklju¢ujemo da je d = 14. 2 boda
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Zadatak A-2.6.

Zicom duljine d treba ograditi zemljiste u obliku kruznog isjecka tako da povrsina tog
zemljista bude najvecéa moguca. Kolika je povrsina tako ogradenog zemljista?

Rjesenje.

Neka je r polumjer kruznog isjecka, a [ duljina njegovog luka. Onda je 2r + [ = d.

l
Povrsina kruznog isjecka je P = %

[ 1
Zato je P = % = ir(d —2r).

Primijetimo da je ovisnost P o r dana kvadratnom funkcijom P(r) = —r? + %dr.

. iy . . d
Najveca vrijednost te funkcije se postize za r = T

d2

d
Uvrstavanjem vrijednosti r = 1 dobivamo da najvec¢a moguca povrSina iznosi 16

: I rl : o
Napomena: Formulu za povrsinu kruznog isjecka P = B ucenik ne mora izvoditi. No,

ako tu formulu ne zna, moze je izvesti na sljedeéi nacin.

Neka je o mjera kuta koji zatvaraju dva polumjera kruznog isjecka. Tada je povrsina

27, a duljina luka tog kruznog isjecka [ = 2 o,

kruznog isjecka jednaka P =
360°

o

Eliminacijom varijable o dobivamo trazenu formulu.

Napomena: Najveca moguca vrijednost povrSine moze se odrediti i primjenom nejed-
nakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine. Primijenimo li tu nejednakost na

-7 2_d2
16’

P:r<;l—r> < <T+

U ovom pristupu nije potrebno komentirati da se najve¢a moguca vrijednost postize

pozitivne brojeve r i 5~ r vidimo da je

DO [Nl

zar = 1 (iako to lako vidimo jer se jednakost postize ako i samo ako je r = 3~ r).

ékolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2015.
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Zadatak A-2.7.

Na koSarkaSkom turniru svaka od ekipa igra to¢no dva puta sa svakom od ostalih
ekipa. Pobjeda donosi 2 boda, poraz 0 bodova, a nerijeSenog rezultata nema. Odredi
sve prirodne brojeve n za koje postoji kosarkaski turnir s n ekipa na kojem je jedna
ekipa, pobjednik turnira, imala 26 bodova, a to¢no dvije ekipe najmanji broj bodova,
i to 20 bodova.

Rjesenje.
Oznacimo ukupan broj ekipa s n. Neka je a broj ekipa koje su osvojile 24 boda, a b

broj ekipa koje su osvojile 22 boda. Tada je broj ukupan broj ekipa

n=3+a+Db,

a ukupan broj bodova u svim utakmicama je

2n(n — 1) = 26 + 24a + 22b + 40.

Uvrstimo li b = n — 3 — a iz prve jednakosti u drugu, dobivamo

26 + 24a + 22n — 66 — 22a + 40 = 2n(n — 1), tj. a=n(n—12).

Bududi da je a nenegativan broj, slijedi n > 12.

Uvrstimo li @ = n(n — 12) u n = 3 + a + b, mozemo napisati
b= (13 —n)n—3,

iz Cega zbog nenegativnosti od b slijedi da je n < 13.
Dakle, n =12, a=01b=0.

Ovime smo dokazali da ako takav turnir postoji, onda je broj ekipa nuzno 12. Potrebno
je jos pokazati da zaista postoji takav turnir sa 12 ekipa. To ¢emo uciniti tako da
eksplicitno napisemo ishode svih utakmica jednog takvog turnira.

Oznac¢imo pobjednika turnira s A, zadnje dvije ekipe s X i Y, a ostalih devet ekipa s
B, B, ..., By.

Neka je ekipa A pobijedila ekipe X i Y dva puta i jednom svaku ekipu B;, i =1,...,9.
U skupu {X,Y, By, ..., Bo} neka je svatko svakog pobijedio to¢no jednom.

Uz takve ishode utakmica ekipa A ima 9 + 2 -2 = 13 pobjeda, tj. 26 bodova.

Ekipe X i Y imaju po 10 pobjeda, tj. 20 bodova (jer su po jednom pobijedile sve
protivnike iz skupa {X,Y, By, ..., By} kojih ima 10).

Ekipe B;, i = 1,...,9 imaju po 11 pobjeda, tj. 22 boda (jer su takoder po jednom
pobijedile sve protivnike iz skupa {X,Y, By, ..., By} i jednom su pobijedile ekipu A).

Napomena: Ucenik treba uociti da je potrebno konstruirati primjer koji ¢e pokazati da
je turnir s 12 ekipa i zadanim rasporedom bodova zaista mogud, tj. eksplicitno navesti
jedan takav turnir. Konstrukcija primjera nosi 3 boda.

Napomena: Primjer se moze konstruirati na vise razli¢itih nacina i svaki toc¢an primjer
(koji se razlikuje od sluzbenog) treba takoder bodovati s 3 boda.

gkolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2015.
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
29. sijeCnja 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak A-3.1.

Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve x i y vrijedi

log”(zy) = log(z?)log(y?).

Rjesenje.
Vrijedi log?(zy) = (logz + logy)? 1 bod
te log(z?) = 2logx i log(y?) = 2logy. 1 bod

Koristenjem tih formula dobivamo

log?(zy) — log(2?) log(y?) = (logx + logy)* — 4log zlogy = (logz — logy)* > 0. 4 boda

Napomena: Ako ucenik koristi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
na log z i logy (koji mogu biti negativni!) treba dobiti 2 boda od posljednja 4 boda.

Zadatak A-3.2.

Odredi sve vrijednosti koje moze poprimiti izraz

1+cos’z 1+sin’z

sin x cos? x

pri cemu je x realni broj.
Rjesenje.
Svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo

1+cos?z 1+sin’zx cos?x + cosx + sin® z + sint x

sin” x cos? x sin? x cos?
Koristenjem formule cos? z + sin® = 1, dobivamo da je taj izraz zadani izraz jednak

1+ cos*z +sin*x

202 2 1 bod
sin® x cos? x
Svodenjem na potpun kvadrat i ponovnhom primjenom formule sin?z + cos?z = 1
dobivamo izraz
1+ (cos?z +sin?z)? — 2sin?zcos’z 2 — 2sin®xcos’x ! bod
: = . . o
sin? x cos? sin? x cos?
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Rastavljanjem i koristenjem formule sin 2z = 2 sin z cos x dobivamo izraz

2 8
sin” x cos* x sin” 2x

Bududi da je sin2x € [—1,1], onda je sin®2x € [0,1] i zakljuujemo da zadani izraz

moze poprimiti sve vrijednosti iz intervala [6, +00). 2 boda

Zadatak A-3.3.

Odredi najveci prirodni broj n takav da

n+5 | n*+ 1395.

Prvo rjesenje.
Zapisimo izraz n* + 1395 kao n* — 5% 4+ 5% 4+ 1395. 2 boda

Primijenimo li formulu za razliku kvadrata dva puta i zbrojimo li 5* + 1395 = 2020
dobivamo

n* + 1395 = (n — 5)(n + 5)(n* + 25) + 2020, 2 boda
odakle slijedi da n + 5 mora dijeliti 2020. 1 bod
Dakle, trazeni n je 2015. 1 bod

Drugo rjesenje.

Neka je k =n+5, tj. n = k — 5. Tada prema binomnom poucku slijedi

n* +1395 = (k — 5)* + 1395 = k* — 20k® + 150k* — 500k + 625 + 1395. 4 boda
Trazimo najvec¢i k takav da k dijeli 625 + 1395 = 2020. To je upravo k& = 2020. 1 bod
Dakle, trazeni n je 2015. 1 bod

Zadatak A-3.4.

Neka je ABCD tetraedar u kojem je <BAC = <CAD = <DAB = 90°, |AD| = 2V/2
te |AB| = |AC| = 3. Odredi polumjer sfere upisane tom tetraedru.

Rjesenje.

Oznacimo sa P(XY Z) povrSinu trokuta XY Z.

Neka je V' volumen tetraedra, O oploSje, a r polumjer upisane sfere.
Or
Koristit ¢emo poznatu formulu V = 3 1 bod

Neka je P poloviste duzine BC. Buduéi da je trokut ABC' jednakokrac¢an pravokutan,
3vV2
imamo |BC| = 32 i |AP| = ;f

trokutu APD je
/ 9 5v2
|DP| = \/|AD|2 + |AP|2 =4/8 + 5= \2/_ 1 bod

Prema Pitagorinom poucku u pravokutnom
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1 1 2 1
Stijedi da je P(BCD) = - +|BC|-|DP| = 5 -3v2. 5{ _ 25 1 bod

D

Buduéi da je P(ABD) = P(ACD) = 3v/2 i P(ABC) = Z a izratunali smo da je

1
P(BCD) = 25, slijedi da je oplogje tetraedra O = 6v/2 + 12. 1 bod
1
Volumen tetraedra je V = g 3-3-2v2=3V2. 1 bod
3V 9v2  3v2-3

3V _ 1 bod
O 6v2+ 12 2 ©

Napomena: Duljinu |DP| moZzemo izrac¢unati i na sljede¢i na¢in. Prema Pitagorinom
poucku u trokutu AC'D vrijedi |CD| = \/|AC'|2 +|AD|2 =194 8 = V1T,

Prema Pitagorinom poucku u trokutu PCD je
9 5v2
|DP| = \/|CDJ? = |PC|2 = /17 — 5= ‘2[

: Or L : o
Napomena: Ako ucenik ne zna formulu V = R moze ju izvesti na sljedeci nacin.

Iz formule V = ?T slijedi da je r =

Neka je I srediste upisane sfere tetraedru ABCD. Tetraedar ABC' D mozemo rastaviti
na tetraedre ABCI, ABDI, BCDI i ACDI. Svakom od ta 4 tetraedra baza je strana
tetraedra ABC'D, a duljina visine r. Zato slijedi da je

V(ABCD) = V(ABCI) + V(ABDI) + V(BCDI) + V(ACDI)
= ;rP(ABC') + ;TP(ABD) + ;TP(BC’D) + ;TP(ACD) = Z17"0.
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Zadatak A-3.5.

Odredi najmanji prirodni broj n takav da u svakom skupu koji se sastoji od n cijelih
brojeva postoje tri medusobno razlicita elementa a, b i c takva da je ab+ bc+ ca djeljivo
sa 3.

Rjesenje.
Promotrimo koliko najvise elemenata moze imati skup u kojem ne postoje tri razlicita

elementa a, b i c takvi da je ab + bc + ca djeljivo sa 3. Neka je S takav skup s najvise
elemenata.

Ako bi skup S sadrzavao dva broja koja su djeljiva sa 3, nazovimo ih a i b, onda bi uz
izbor bilo kojeg tre¢eg broja c iz tog skupa izraz ab + bc + ca bio djeljiv sa 3. Dakle,

S moze sadrzavati najvise jedan broj djeljiv sa 3. 1 bod
Promotorimo tri broja a, b i ¢ od kojih nijedan broj nije djeljiv sa 3. Ako sva tri broja
daju isti ostatak pri dijeljenju sa 3 onda je izraz ab + bc + ca djeljiv s 3. 1 bod
To znaci da najviSe dva elementa skupa S mogu davati ostatak 1 pri dijeljenju sa 3 i
najvise dva elementa mogu davati ostatak 2. 1 bod
Dakle, S moze imati najvise 5 elemenata. 1 bod

Ostaje provjeriti da je moguce da S ima to¢no 5 elemenata (tj. da nasa ograda nije
pregruba). 1 bod

Promotrimo skup u kojem je jedan broj djeljiv sa 3, dva daju ostatak 1, te dva daju
ostatak 2 pri dijeljenju sa 3. Neka su a, b i c tri broja iz tog skupa.

Ako medu brojevima a, b i ¢ ima to¢no jedan broj koji je djeljiv sa 3, onda izraz
ab + bc + ca nije djeljiv sa 3.

Ako dva od ta tri broja daju ostatak 1, a tre¢i broj daje ostatak 2 ili ako dva od ta tri
broja daju ostatak 2, a tre¢i broj daje ostatak 1, onda je ab + bc + ca daje ostatak 2
pri dijeljenju sa 3, tj. izraz ab + bc + ca nije djeljiv sa 3. Time je zavrSena provjera. 1 bod

Zakljucujemo da je najmanji trazeni n jednak 6.

Zadatak A-3.6.

Neka je ABC' trokut u kojem je tg <<BAC =11 tg<ABC = 2.

Odredi omjer |BC| : |AB|.

Prvo rjesenje.

Povucimo visinu iz vrha C na stranicu AB i ozna¢imo njeno noziste s N.

Kutovi <BAC' i <ABC su siljasti (jer su im tangensi pozitivni), pa iz pravokutnih
trokuta CAN i C' BN vidimo da je

N
1:tg<IBAC:tg<zNAC:||jN||, 2 boda
N
2:tg<IABC:tg<INBC:||gN‘|. 2 boda
Slijedi
|IBN|:|AN|=1:2. 1 bod
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2z

-
A 2x N T B

Oznac¢imo |BN| =z i |AN| = |CN| = 2z. Tada je
|AB| = |AN| + |[NB| = 2z + = = 3z,
a iz Pitagorinog poucka primijenjenog na pravokutni trokut C BN dobivamo

|BC| = /|CN|]? + |BN|? = V422 + 22 = /5.

Zakljucujemo da je

|BC|: |AB| = V52 : 32 = /5 : 3.

Drugo rjesenje.

Neka je a = |BC|, b= |AC|ic=|AB|, te <CAB = o, <ABC = 1 <BCA = 7.

Izra¢unajmo tg~y. Prema formuli za tangens zbroja dobivamo

_ tga+tghs  1+2

t = = = —3.
ot ) =T ated 112
Slijedi da je tgy = tg(180° — a — 3) = —tg(a + 3) = 3.
Prema poucku o sinusima vrijedi ¢_ s%na.
c siny
Koriste¢i poucak o sinusima i poucak o kosinusu dobivamo
tga  sina cosf a a®+c*— b 2bc a0
tgf sinf cosa b 2ac B4+c2—a2 B2+c2—a?

Bududi da je tga =1, a tg 8 = 2, iz gornje formule slijedi
V+c?—a?=2a*+c2 -0, tj. 30*=c*+3d’

Drugu relaciju izmedu a, b i ¢ dobivamo na slican nacin koristeci

tga b2+ a®— 2

tgy B2 4c—a?

Uvrstimo li tga =11 tgy = 3, dobivamo
V4 —a? =30 +a*—c*), tj. 2¢%=2a*+b7.

Eliminacijom varijable b u sustavu 36> = ¢ + 3a?, 2¢* = 2a® + b* dobivamo 9a? = 5¢2,

tj.a:c:\/gz?).

ékolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2015.
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Trece rjesenje.
Neka je a = |BC|, b =|AC|ic=|AB|, te <CAB = o, <ABC = 1 <BCA = 7.

Kao u prethodnom rjesenju mozemo izracunati tgy = 3. 2 boda
Prema poucku o sinusima vrijedi a_ s%noz. 1 bod
¢ sinvy
Zelimo izraziti sin o i siny preko tga i tgy.
Budud¢i da je 1 = tga = sma’ nakon kvadriranja i uvrdtavanja cos?a = 1 — sin?a
cos «
dobivamo 1 — sin? o = sin® o, tj. 2sin®a = 1. 3 boda
Analogno, bududéi da je 3 = tg~ slijedi 3(1 — sin®7) = sin®7, tj. 10sin?y = 9. 3 boda
Slijedi da je
a®> sina 5 )
—=—=_=3, t a:c=+5:3. 1 bod
c siny 9
Cetvrto rjesenje.
Neka je a = |BC|, b= |AC|ic= |AB|, te <CAB = o, <ABC = 1 <BCA = 7.
Prema poucku o sinusima vrijedi a_ s%noz. 1 bod
¢ sinvy
Vrijedi siny = sin(a + ) = sin acos § 4 cos asin f, 1 bod
pa dobivamo
i i 1 1
S,ln’y:cosﬁ—i—m:sinﬂ(—k). 3 boda
sin « tg o tgf  tga
.. . sin 3 e . 5 . 9
Budué¢i da je 2 = tgfg = nakon kvadriranja i uvrStavanja cos” 3 = 1 — sin“ 8
cos
dobivamo 4(1 — sin? 3) = sin® 3, tj. 5sin® 8 = 2. 3 boda
2
Buduéi da je f siljasti kut, slijedi da sin f = —. 1 bod
V5
i 2 /1 1 3 )
Slijedi da je % =7 <2 n 1> = i konatno, trazen omjer je 5. 1 bod

Zadatak A-3.7.

Imamo deset bijelih, te po jednu crvenu, plavu, zelenu, zZutu i ljubic¢astu karticu. Bijele
kartice medusobno ne razlikujemo. Na to¢no jednoj strani svake kartice je znak X.
Na koliko na¢ina mozemo sloziti te kartice jednu na drugu tako da nikoje dvije kartice
nisu okrenute jedna prema drugoj stranom na kojoj je X7
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Rjesenje.

Prvo ¢emo rasporediti kartice bez obzira na koju stranu su okrenute (npr. moZemo
zamisljati da su sve okrenute stranom na kojoj je znak X prema dolje). Svaki raspo-
red moze se konstruirati tako da medu 10 bijelih kartica koje ne razlikujemo redom
stavljamo plavu, crvenu, zelenu, zutu i ljubicastu karticu.

Plavu karticu mozemo staviti na 11 nacina (prije prve bijele, iza prve bijele, iza druge
bijele, ..., iza desete bijele).

Crvenu karticu mozemo staviti na 12 na¢ina (sada imamo 11 kartica i crvenu mozemo
staviti prije prve od njih, iza druge, ..., iza jedanaeste).

Sli¢no razmisljmo dalje, pa tako zelenu karticu mozemo staviti na 13 nacina, nakon
toga zutu na 14 i na kraju ljubicastu na 15 nacina.

Dakle, tih 15 kartica mozemo rasporediti na 15-14-13-12 - 11 nacina.

Odredimo sada na koliko na¢ina mozemo odabrati na koju stranu ¢e svaka kartica biti
okrenuta.

Ako je kartica koja se nalazi na stolu (tj. donja kartica) okrenuta tako da joj je strana
na kojoj je znak X gore, onda sve ostale kartice moraju biti okrenute tako da im je
strana na kojoj je znak X gore.

Ako je donja kartica okrenuta tako da joj je strana na kojoj je znak X dolje, onda su
ili sve kartice okrenute tako da im je strana na kojoj je znak X dolje ili je barem jedna
kartica okrenuta tako da joj je strana na kojoj je znak X gore. U tom drugom slucaju
pretpostavimo da je donjih £ kartica okrenuto tako da im je strana na kojoj je znak
X dolje, te (k + 1)-va kartica okrenuta tako da joj je strana na kojoj je znak X gore.
Tada sve kartice koje se nalaze iznad (k + 1)-ve kartice takoder moraju biti okrenute
tako da im je strana na kojoj je znak X gore.

Broj k£ moze biti bilo koji od 1 do 14. Dodamo li jos dva slu¢aja u kojem su sve kartice
okrenute tako da im je strana na kojoj je znak X gore, odnosno dolje, dobivamo da je
ukupan broj nacina da odaberemo kako ¢e kartice biti okrenute 16.

Konacno, raspored kartica i nacin na koji su okrenute su nezavisni, pa je ukupan broj
nacina da slozimo sve kartice jednak 16 -15-14-13-12- 11.

Napomena: Rjesenje ima dva dijela. Jedan dio se sastoji od prebrojavanja rasporeda
kartica bez obzira na nacin kako su okrenute, a drugi dio se sastoji od prebrojavanja
nacina na koji mozemo okrenuti kartice. Ucenik moze te dijelove zapisati u bilo kojem
poretku.

Prvi dio rjeSenja moguce je argumentirati na vise nacina. Jedan nacin je da kazemo
da 15 kartica na kraju zauzima 15 mjesta i da je potrebno odabrati na kojem mjestu
¢e biti plava kartica, Sto mozemo odabrati na 15 nacina. Nakon toga biramo na kojem
od preostalih 14 mjesta je crvena kartica, pa na kojem od 13 mjesta je zelena itd.
Zaklju¢ujemo ponovno da je broj rasporeda jednak 15-14-13-12- 11.

Drugi nacin je da kazemo da je broj rasporeda kartica (bez obzira na nacin koji su

okrenute) jednak broju permutacija s ponavljanjem pri ¢emu se 10 puta pojavljuje

jedna vrsta objekata, a po jednom ostalih pet vrsta objekata. Prema formuli je zato
|

15!
broj rasporeda 0= 15-14-13-12-11.
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
29. sijeCnja 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak A-4.1.

Neka su a, b i c realni brojevii f: R — R funkcija zadana formulom
f(z) = az’® + ba® + csinx — 1.

Ako je f(—2015) = 2015, odredi f(2015).

Rjesenje.
Bududi da je (—2)° = —2°,(—z)® = —23 i sin (—x) = —sinz, vrijedi

f(=2015) = —2015°a — 2015°b — csin 2015 — 1. 2 boda
Iz toga je f(2015) = 2015°a + 2015%b + ¢sin 2015 — 1 = — f(—2015) — 2 = —2017. 4 boda

Zadatak A-4.2.

Koliki je koeficijent uz z° u polinomu (1 + 23 + 26)'?

Prvo rjesenje.

Zelimo odrediti koeficijent uz z° u polinomu

(1+a:3+x6) (1+x3—|—x6)---(1+x3+aj6).

10 puta

Bududi da koristec¢i pribrojnike 6 i 3 broj 9 mozemo prikazati samo kao 6+313+3+3,
izmnozimo li sve zagrade u gornjem izrazu z° mozemo dobiti na jedan od sljedeca dva
nacina; 1 bod

1) Tz jedne od 10 zagrada odaberemo %, iz jedne od preostalih 9 zagrada odaberemo
23, te iz svih ostalih zagrada odaberemo 1. To mozemo na 10 -9 = 90 nadina. 2 boda

2) Iz tri od 10 zagrada odaberemo 23, te iz preostalih odaberemo 1.

1
To moZemo na (30> = 120 nadina. 2 boda

Konacno rjesenje je 90 4+ 120 = 210. 1 bod
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Drugo rjesenje.

Prema binomnom poucku vrijedi

10 10
(1+2%+29" = (1+2%) +29)" =3 ( . ) (1+ )10 Fa0k, 1 bod
k=0
Pribrojnici za koje je k > 2 ne doprinose koeficijentu z°.
10
Za k = 0 imamo (1 + 2*)' i koeficijent uz z” je (3) = 120. 2 boda
Za k =1 imamo 10(1 4 2*)%2% i koeficijent uz z° je 10 -9 = 90. 2 boda
Konacno rjesenje je 90 4+ 120 = 210. 1 bod

Napomena: Na slican nacin se do rjeSenja moze do¢i primjenom binomnog poucka na
izraze ((x® + %) + 1)1 ((1 + 29) + 23)1°.

Zadatak A-4.3.

- Sp+1
Neka je n prirodni broj i neka je S, = > E!(k* + k +1). Tzracunaj + .
= (n+1)!
Prvo rjesenje.
S +1 Sy +1 S3+1
Zan—123jeS =3, Sy =17, S5 =05, te 2L+ —9 22 T2 g o8t
2! 3! 4!
" . . .. ) !
Dokazimo matematickom indukcijom da je =n+1. 2 boda
(n+1)!
1
Bazazsl;_:Zzl—l—l. 1 bod
Korak: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n. Tada je
Spr1+1  Sp+m+D)!((n+1)°+(n+1)+1)+1 ! bod
(n+2) (n+2)!
Prema pretpostavci indukeije vrijedi S, +1 = (n + 1)(n + 1), pa slijedi
Sur1+1 _ (n+1)(n+ 1)+ (n+ 1) (n?+3n+3) _ n? +4n + 4 Y 5 boda
(n+2)! (n+2)! n+2
Time je po principu matematicke indukcije dokazano (i’f:ﬁ =n+1za svakin € N.
Drugo rjesenje.
Primijetimo da je k* + k + 1= (k+1)> — k, pa je
K +k+1)=((k+1)-(k+1)! — k- k! 2 boda
Zato je
Sp=((n+1)-(n+D)!'—=n-nh)+n-nl—n-1)-n—1)H)+---4+(2-21=1-1!)
=n+1)-(n+1)!—=1-1L 3 boda
Sp+1
Dakle, LA n+ 1. 1 bod
(n+1)!
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Zadatak A-4.4.

U kutiji se nalazi jedna crvena i pet bijelih kuglica oznacenih brojevima 1, 2, 3, 4,
5. Ne gledajuc¢i, Domagoj izvlaci jednu po jednu kuglicu sve dok ne izvuce crvenu
kuglicu, nakon ¢ega prekida izvlacenje. Izvucene kuglice se ne vra¢aju u kutiju. Kolika
je vjerojatnost da je zbroj brojeva na izvucenim bijelim kuglicama barem 107

Prvo rjesenje.

Oznacimo s A, dogadaj: izvuceno je to¢no k kuglica (k — 1 bijelih i jedna crvena).
Oznacimo s B dogadaj: zbroj brojeva na izvucenim bijelim kuglicama je barem 10.
Tada je prema Bayesovoj formuli

P(B) =P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(Az) + P(B|A3) P(As3)
+ P(B|Ay)P(Ay) + P(B|As)P(As) + P(B|Ag) P(Ag). 1 bod

Ako je crvena kuglica izvuc¢ena u prva tri izvlac¢enja, zbroj moze biti najvise 445 =9,
a ako je izvucena u 5. ili 6. izvlacenju, zbroj ¢e biti najmanje 1+ 2+ 3+ 4 = 10. Zato
je
P(B|A;) = P(B|As) = P(B|A3) =0 1 P(B|As) = P(B|Ag) = 1. 1 bod

Ako je crvena kuglica izvucena u Cetvrtom izvlacenju, onda je zbroj barem 10 samo

ako su izvucene kuglice s brojevima 1,4, 5 ili 2, 3,5 ili 2,4, 5 ili 3,4, 5. Svaka od te Cetiri

trojke moze se pojaviti na izvucenim kuglicama u bilo kojem od 3! poredaka. Zato je
4 - 3!

2
P(BIA) = - = ¢ 1 bod

Izra¢unajmo vjerojatnost da je izvuceno to¢no k kuglica, tj. P(Ag).

Za k = 1 ta vjerojatnost je é jer od 6 mogucnosti samo je jedna mogucnost za taj
dogadaj, a to je da izvuc¢emo odmah crvenu kuglicu.

Za k > 1 u prvom izvlacenju mozemo izvuéi bilo koju od 5 bijelih kuglica od ukupno
6 kuglica, u sljede¢em izvlacenju mozemo izvuéi bilo koju od preostale 4 bijele kuglice
od ukupno 5 kuglica i tako dalje sve dok u (k — 1)-om izvlacenju ne izvuc¢emo neku od
preostalih 5 — k 4+ 1 bijelih kuglica od ukupno 5 — k + 2 kuglica. Na kraju moramo
izvuéi crvenu kuglicu od preostalih 5 — k£ + 1 kuglica. Zato za sve k = 1,2,3,4,5,6
vrijedi

5 4 5H—-k+1 1 1

P(A) =2 2. - — 2 bod
) =G 5 5 h+2 5-F+1 6 cda

+1-==-. 1 bod
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Drugo rjesenje.

Zbroj brojeva na bijelim kuglicama koje su izvucene prije crvene ¢e biti veéi ili jednak
10 u jednom od sljedeéih sluc¢ajeva:

1) crvena kuglica je izvucena u Cetvrtom izvlacenju i prve tri izvucene bijele kuglice
imaju brojeve 1,4,51ili 2,3,51ili 2,4,5 ili 3,4, 5.

2) crvena kuglica je izvufena u petom ili Sestom izvlacenju.

Radi jednostavnijeg postupka zamislimo da smo izvlacili kuglice dok nisu izvucene sve
kuglice. Tada su svi ishodi izvla¢enja jednako vjerojatni i ima ih 6!.

. . ) 312! D .
Vjerojatnost dogadaja navedenog pod 1) je 4 - o jer prve tri bijele kuglice mozemo
permutirati na 3! = 6 nacina, a one dvije bijele nakon crvene na 2! = 2 naina.

. . . . .. ol .
Vjerojatnost da je crvena kuglica izvucena u petom izvlacenju je o a tome je jednaka
i vjerojatnost dogadaja da je crvena kuglica izvucena u Sestom izvlacenju (pet bijelih
kuglica mozemo permutirati na 5! nac¢ina).

5!
Zato je vjerojatnost dogadaja navedenog pod 2) je 2 - ik

Vjerojatnost dogadaja da je zbroj brojeva na izvucenim bijelih kuglicama barem 10 je

4-30-21+2.50 288 2

6! 720 5

Zadatak A-4.5.

Za prirodni broj n oznac¢imo s R, broj ¢iji se dekadski zapis sastoji od n znamenki 1.
Dokazi tvrdnju: ako je R, prost broj, onda je i n prost broj.

Prvo rjesenje.
Dokazat ¢emo da ako je n slozen broj, onda je to i R,.

Neka je n sloZzen broj. ZapiSimo ga u obliku n = mk, gdje su m i k prirodni brojevi
veéi od 1.

Uoc¢imo da se dekadski zapis broja R,, sastoji od k blokova koji sadrze m jedinica

R,=111...11=111...11111...11...111...11.

n jedinica m jedinica m jedinica m jedinica

Gornji izraz sad moZemo rastaviti na k pribrojnika

R,=111...11000...00+111...11000...00+---+111...11000...004111...11,

m jedinica n —m nula m jedinica n — 2m nula m jedinica m nula m jedinica

pa kad izlu¢imo R,, = 111...11 dobivamo
—_——

m jedinica
Ry, = R, - (10" 410" 2™ 4 .. 4 10™ + 1).

Bududéi da su oba faktora u posljednjem izrazu veéa od 1, slijedi da je R, slozen broj.
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Drugo rjesenje.
Dokazat ¢emo ekvivalentnu tvrdnju: ako je n slozen broj, onda je i R, sloZen.

Budud¢i da se R,, u svom dekadskom zapisu sastoji od n jedinica, mozemo ga zapisati
kao
n—1 n—2 10" —1
R,=10""+10""4+.---4+104+1= 5 1 bod

Neka je n slozen, tj. n = mk za neke prirodne brojeve m i k veée od 1. Tada je

10" -1 10m—1  (10m)~ -1

R, = 1 bod
9 9 9 °
10m — 1)(10m*=D - 10m*E=2) .o 4 10™ + 1
_ ( )( + d +- 1t +1) 1 bod
(10— 1)(10m T 4 10m 72 4 - 4+ 10 4 1) (10mED 4 10mED o4 10™ 4+ 1) 2 boda
B 9
= (10™ 4+ 10™ 2 4 - 4 10 + 1)(10™FD L 10mB=D pp10™ 4 1).
Buduéi da su m i k oba veci od 1, slijedi da su oba faktora u posljednjem izrazu veca
od 1, iz ¢ega zaklju¢ujemo da je i R, slozen broj. 1 bod
Zadatak A-4.6.
Neka su M i N redom nozista visina iz vrhova A i B Ssiljastokutnog trokuta ABC.
Neka je @ poloviste duzine M N, a P poloviste stranice AB. Ako je |[MN| = 10 i
|AB| = 26, odredi duljinu |PQ)|.
Rjesenje.
Buduéi da je <BMA = <BNA = 90°, ¢etverokut ABM N je tetivan. 2 boda
Srediste kruznice opisane Cetverokutu ABCD je tocka P. 2 boda
Duzine PN i PM su polumjeri te kruznice, pa |[PN| = |PM| = |AP| = 13. 1 bod
Bududi da je @ poloviste duzine M N, vrijedi |QN| = |QM| = 5. 1 bod
Trokut PN M je jednakokracan, pa su trokuti NPQ i M PQ pravokutni. 1 bod
Prema Pitagorinom poucku slijedi |PQ| = /|PM|2 — |[QM|? = V132 — 52 = 12. 3 boda
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Zadatak A-4.7.

Neka je n prirodni broj. Svaki od brojeva n, n+ 1, n 4+ 2, ..., 2n — 1 ima najveéi

neparni djelitelj. Odredi zbroj tih najveé¢ih neparnih djelitelja.

Prvo rjesenje.

Neka je d(k) najveci neparni djelitelj broja k.

Ako je k neparan, onda je d(k) = k.

Za bilo koji k, vrijedi d(2k) = d(k).

Neka je s(n) =d(n) +d(n+1)+---+d(2n —1).

Oznadimo trazeni zbroj sa s(n) =d(2n — 1) +d(2n —2) +s(n — 1) —d(n — 1)
Buduéi da je d(2n — 1) =2n — 11 d(2n — 2) = d(n — 1), zaklju¢ujemo da je

s(n)=s(n—1)+2n—1.
Slijedi da je

s(n)=s(n—1)+2n—-1
=s(n—2)+2n—-3)4+ (2n—1)

=14+3+---+(2n-1).

Bududéi da vrijedi 1+ 3+ -+ + (2n — 1) = n?, traZeni zbroj je s(n) = n?

Napomena: Ako je poznato da je s(n) = s(n — 1) + 2n — 1, onda se formula s(n) =n
moze naslutiti na temelju malih n i dokazati matematickom indukcijom. Formulacija
tvrdnje nosi 2 boda, baza indukcije ne nosi bodove, a korak indukcije nosi 2 boda. Ako

ucenik izostavi bazu indukcije treba mu oduzeti 1 bod.
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