DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred — srednja skola — A varijanta

Trogir, 9. travnja 2015.

Zadatak A-1.1.

Oko okruglog stola nalazi se deset stolica oznacenih redom brojevima od 1 do 10 (pri ¢emu su
stolice 11 10 susjedne) i na svakoj sjedi po jedan vitez. Svaki vitez na pocetku ima paran broj
zlatnika. Istovremeno svaki vitez pokloni polovinu svojih zlatnika svom lijevom susjedu, a pola
svojih zlatnika svom desnom susjedu. Nakon toga vitez na stolici 1 ima 22 zlatnika, a svaki
idudi za dva vise, sve do viteza na stolici 10 koji ima 40 zlatnika.

Koliko je zlatnika na pocetku imao vitez koji na kraju ima 36 zlatnika?

Prvo rjesenje.

Uvedimo oznake tako da 2xq, 2x4, ..., 2219 oznacava redom brojeve zlatnika koje su vitezovi
na stolicama 1, 2, ..., 10 imali na pocetku. Trazimo 2xg.

Imamo sustav
Tio+ X =22, 21 +a3 =24, 294+ 24 =26, 3+ 25 =28, ..., x8 + T190 = 38, 9 + 1 = 40.
Uvrstavanjem dobivamo
T19 = 38 — x3
To =22 — 119 =22 — (38 —x3) = 25 — 16
xy =26 —x9 =26 — (x5 — 16) =42 — x5
x6 =30 — x4 =30 — (42 — xg) = g — 12
rg =34 —x6 =34 — (x5 — 12) = 46 — x5.
Iz zadnje jednakosti slijedi 2xg = 46.

Vitez koji na kraju ima 36 zlatnika je na pocetku imao 46 zlatnika.

Drugo rjesenje.

Vitez koji je na kraju imao 36 zlatnika sjedi na stolici 8. Neka je 2z broj zlatnika koje je taj
vitez imao na pocetku.

Deveti vitez na kraju ima 38 zlatnika, Sto je zbroj polovina brojeva zlatnika osmog i desetog
viteza na pocetku. Zaklju¢ujemo da je deseti vitez je na pocetku imao 2 - (38 — x).

Prvi vitez na kraju ima 22 zlatnika $to je zbroj polovina brojeva drugog i desetog viteza, dakle
drugi vitez je na pocetku imao 2 - (22 — (38 — z)) zlatnika.

Nastavimo li zakljucivati na ovaj nacin, dobivamo da je na pocetku broj zlatnika osmog viteza
2-(34—(30—(26— (22— (38 —x)))))-
Buduci da je osmi vitez na pocetku imao 2z zlatnika, mora vrijediti
20 =2-(34— (30— (26 — (22 — (38— 2))))) = 2 - (46 — z).
Slijedi da je 2z = 46.

Vitez koji na kraju ima 36 zlatnika je na pocetku imao 46 zlatnika.
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Zadatak A-1.2.

Dokazi da ne postoji prirodni broj n takav da 6" — 1 dijeli 7" — 1.

Rjesenje.

Pretpostavimo da postoji takav n.

Primijetimo da 5 dijeli 6" — 1 = (6 — 1)(6™ ' 4+ --- + 1), pa 5 nuzno dijeli i 7" — 1.

Potencije broja 7 pri dijeljenju s 5 daju ostatke 2,4,3,1,... 1 ti se ostatci periodic¢ki ponavljaju.
Zato ¢e 7" — 1 biti djeljivo s 5 samo ako je n djeljiv s 4, tj. n = 4k.

Prema formuli za razliku k-tih potencija, zaklju¢ujemo da 6* — 1 dijeli 6** — 1. Nadalje, 7 dijeli
6 —1=(62—1)(6*+1)=35-37=5-7-37. Stoga, 7 dijeli 6" — 1, pa onda i 7" — 1, &to je
kontradikcija.

Zadatak A-1.3.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a? + b? + ¢ = 3. Dokazi da vrijedi

a* +3ab® b+ 3bc®  t + 3ca?
+ + <
a3 + 2b3 b3 + 2¢3 3+ 2a3

Rjesenje.
Uoc¢imo da je
a'+3ab®  a(a®+20°) +ab® ab?

ad + 203 a3 + 2b3 _a+a3+2b3'

Po nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine slijedi

a® + 20 = a® + b° + b > 3V adh3b3 = 3ab’.

Zakljucujemo da je

a* + 3ab? N ab? a4 ab? N b

— =g+ ——<a+—=0a-+—.

a3 + 2b3 ad + 203 3ab? 3
Na isti nac¢in dobivamo

b* + 3bc? c c* + 3ca® a

———= < = i —— = < 3

b3+ 2c3 +3 ! 3+ 2a3 c—|—3

pa zbrajanjem nejednakosti slijedi

a* +3ab® b+ 30 4+ 3ca® o 4( bto)
< =(a c).
a3 + 263 b? + 2¢3 3+ 2a3 3

Na kraju koristenjem nejednakosti izmedu aritmeticke i kvadratne sredine dobivamo

2112 1 2
4'a+§+c<4. la +1;+c _4

Time je dokaz zavrsen.
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Zadatak A-1.4.
Na ploé¢i se nalazi prvih n prirodnih brojeva (n > 3). Ante ponavlja sljedeé¢i postupak: najprije
po volji bira dva broja na ploc¢i, a zatim ih povecava za isti proizvoljni iznos.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje Ante, ponavljanjem tog postupka, moze posti¢i da svi
brojevi na plo¢i budu jednaki.

Rjesenje.
Neka je n = 4k. Tada Ante moze posti¢i da svi brojevi na plo¢i budu jednaki na sljedeéi nacin:
on povecava za 1 brojeve 113,517, ..., 4k —3 i 4k — 1. Time na plo¢i dobiva sve parne

brojeve manje ili jednake n napisane po dva puta. Na kraju, 2 i 2 poveéa zan — 2, 41 4 za
n—4,..,n—2in— 2 za 2, te dobiva da su svi brojevi na plo¢i jednaki n.

Neka je n = 2k + 1. Tada Ante moZe posti¢i da svi brojevi na ploc¢i budu jednaki na sljedeci
nacin: on povecava za 1 brojeve 1in, 3in, ..., n—21in. Time na plo¢i dobiva sve parne

brojeve manje ili jednake n napisane po dva puta i broj . Na kraju, 2 i 2 poveca za

3n —5 3n—9 1
n , 414 poveéa za n ,...,n—lin—lpoveéazan+ .

Neka je n = 4k + 2. Tada Ante ne moze posti¢i da svi brojevi budu jednaki. Zbroj svih brojeva
na ploc¢i je na pocetku neparan, jer je

1
1+2+...+n—n(n2+)—(2k+1)(4k+3).

Prilikom svakog koraka zbroj brojeva na ploci se pove¢ava za paran broj, pa nikada neé¢e moci
biti paran koliki bi trebao biti u slu¢aju da su svi brojevi na plo¢i (kojih ima paran broj)
jednaki.

Ante moze postic¢i da su svi brojevi na ploc¢i jednaki ako i samo ako n nije oblika 4k +2, k € N.
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Zadatak A-1.5.

Kruznice ki i ks sijeku se u tockama A i B. Pravac [ sijece kruznicu k; u tockama C' i E, a
kruznicu ko u tockama D i F' tako da se tocka D nalazi izmedu C'i E, a to¢ka E izmedu D i

F. Pravci CA i BF sijeku se u tocki G, a pravei DA i BE u tocki H.
Dokazi da je CF || HG.

Rjesenje.

Dovoljno je dokazati da je <ECA = <HGA.

Buduéi da je ¢etverokut AC BE tetivan, vrijedi <ECA = <EBA, pa je dovoljno pokazati da

je ABGH tetivni Cetverokut.
Iz trokuta DEH imamo <DHE = 180° — <tDH — <HFED, odnosno

JAHB =<DHE = 180° — <F DA — (180° — <CEB),
te koristeci da je <CEB = <CAB (3to vrijedi jer je ACBE tetivni ¢etverokut) slijedi

<AHB =180° — <F'DA — (180° — «CAB) = 180° — <F DA — <GBA.

Cetverokut ADBF je tetivan, pa vrijedi <ADF = <ABF = <ABG. Odavde dobivamo
JAHB = 180° — <F BA — <BAG = 180° — <GBA — <BAG = <AGB.

To povlaci da je ABGH tetivni ¢etverokut, pa je dokaz zavrSen.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta

Trogir, 9. travnja 2015.

Zadatak A-2.1.

Neka su a, b, ¢ i d medusobno razli¢iti realni brojevi. Ako su a i b rjeSenja jednadzbe
2?2 —10cx —11d = 0, a c i d rjeSenja jednadzbe 2* — 10ax — 11b = 0, odredi zbroj a +b+c+d.

Rjesenje.
Iz Vieteovih formula slijedi da je a +b = 10c i ¢ 4+ d = 10a. Zbrajanjem jednakosti a + b = 10c

i ¢+ d = 10a dobivamo da je
a+b+c+d=10(a+c).

Buduéi da je a rjeSenje jednazbe 22 — 10cx — 11d = 0 i d = 10a — c slijedi da je

0 = a® — 10ac — 11d = a® — 10ac — 11(10a — ¢) = a* — 110a + 11c — 10ac.

Analogno dobivamo
¢® —110c + 11a — 10ac = 0.

Oduzimanjem ove dvije jednadzbe slijedi
(a—c)(a+c—121) =0.
Dijeljenjem s a — ¢ # 0 dobivamo a + ¢ = 121. Dakle, a + b+ ¢ + d = 1210.
Zadatak A-2.2.
Odredi sve trojke prirodnih brojeva (p, m,n) takve da je p prost broj i da vrijedi

p" —n®=8.

Rjesenje.

3

Prebacivanjem n”°, na desnoj strani dobivamo zbroj kubova:

pr=n+8=(n+2)(n*—2n+4)

Buduéi da je p prost, svaki od faktora s desne strane mora biti njegova potencija:

n+2=p°
n? —2n+4 = p°.

Primijetimo jog da je n? — 2n +4 > n+ 2, jer je to ekvivalentno tvrdnji da je n?> —3n +2 > 0,
odnosno (n — 1)(n — 2) > 0, $to vrijedi jer je n prirodan broj, pa je 8 > a.
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Zakljucujemo da p® dijeli n + 2 i n? — 2n + 4, pa dijeli i
n-(n+2)—(n*—2n+4) =4n — 4,

aondaid-(n+2)—(4n —4)=12. Dakle, p* | 12, pa je p =2 ili p = 3.

Ako je p = 2, onda je n + 2 = p® najvise 4, a kako je n > 0, slijedi da je n + 2 = 4, Sto zaista
daje rjeSenje (2,4,2).

Ako je p = 3, onda je n + 2 = p* to¢no 3, pa je n + 2 = 3, Sto daje drugo rjesenje (3,2, 1).

Zadatak A-2.3.

Neka je ABC siljastokutni trokut u kojem je |AC| > |AB|. Neka je N noziste visine iz A na
stranicu BC. Neka je tocka P na produzetku duZine AB preko vrha B, te neka je tocka ) na
produzetku duZine AC preko vrha C tako da je BPQC tetivni ¢etverokut.

Ako vrijedi [NP| = |NQ|, dokazi da je N srediste kruznice opisane trokutu APQ.

Prvo rjesenje.

Zbroj nasuprotnih kutova u tetivnom cetverokutu je 180°, stoga je <CQP = 180° — <PBC i
<QPB = 180° — <BCQ, odakle je <AQP = <CBA i <QPA = <ACB.

Neka je O srediste kruznice opisane trokutu APQ. Tada je <AOP = 2<AQP. Bududi da je
trokut AOP jednakokracan, slijedi da je <PAO = 90° — <AQP = 90° — <ABC.

A

Neka je p pravac koji s pravcem AP zatvara kut 90° — <ABC i koji sijece duzinu PQ. Bududi
da je <AN B = 90°, slijedi da je <ANB = 90° — <ABC, §to povlaci da tocke A, N i O leze na
pravcu p.
Bududi je |AB| # |AC|, slijedi da <AQP = <ABC # <ACB = <APQ, tj. A ne lezi na
simetrali stranice PQ. Zato je sjeciste pravca p i simetrale duzine PQ jedinstveno i slijedi da
je N =0.
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Drugo rjesenje.
Neka je b = |AC|, ¢ = |AB|, v = |AN|, 8 = <ABC iy = <BCA.

Zbroj nasuprotnih kutova u tetivnom cetverokutu je 180°, stoga je <CQP = 180° — <PBC i
<QPB =180° — «BCQ, odakle je <AQP = 1 <QPA = 7.

Slijedi da su trokuti ABC' i AQP sliéni. Neka je |AP| =kbi |AQ| = kc (k > 1).
Neka su D i FE nozista visina iz NV u trokutima NAP i NQA, redom.

Iz pravokutnog trokuta ABN je sin § = 9, a iz pravokutnog trokuta ADN je
c
|AD| =vcos(90° — B) =wsinf i |DN|=wvsin(90° — ) = v cos S.

Primjenom Pitagorinog poucka u trokutu NDP dobivamo

INP|* = |ND* 4+ |DP|* = IND|* + (JAP| — |AD|)?
= (vcos §)? + (kb — vsin B)?
(v cos B)° + ( )
= v%cos® B+ k*b* — 2kbusin f + v sin? B

b
=0 + k2% — 2k0?-.
c

Analogno dobivamo |[NQ|?* = v* + k*c¢* — 21{;@2%.

Bududéi da je [NP| = |NQ| slijedi

b
0% 4 K20 — 2k = 0?4 K2 — 2kl

c b
kb — ke = 202 (b - C)
c b
kbe(b* — ) = 20*(b* — ¢?),
) 202
odakle, zbog b # ¢, dobivamo k = B
c
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Kona¢no je

c 4vic? dvte
VPP = INQF = vi e = 2ko™y = % 4 9 = 95 = =0

Dakle, INP| = |[NQ| = [N A|, pa je N srediste kruznice opisane trokutu AQP.

Zadatak A-2.4.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. Dokazi da vrijedi

b e (1
a+b b+ c+a® 4\a b )

Rjesenje.
Koristenjem uvjeta a4+ b+ c = 1 i nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine slijedi

a a a a 1

_ — < = .
a+b ala+b+c)+b a®+b2+ab+ac " 2ab+ab+ac  3b+c

Primjenom nejednakosti izmedu harmonijske i aritmeticke sredine slijedi

4 4 b+b+b+c 3b+c
5T -1, 1.1 ,.1S 4 -4
pTe pteTpTe
odnosno
L1l
3b+c " 16%b ¢
Zakljucujemo da je
ok
a+b> 160 ¢
Analogno je
b 1,3 1 c 1,3 1
— S ==t I < —(=+7)
b+ c? 16(c+a) : ¢+ a? 16(a+b)
Na kraju zbrajanjem gornjih nejednakosti slijedi
1,1 1 1

a b ¢ o L4 4 4,
Gt e raswa s Td Tl
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Zadatak A-2.5.

Skakavac se na pocetku nalazi u ishodistu brojevnog pravca, na broju 0, a zatim skace uvijek
u istom smjeru. Za prirodni broj k, skakavac u prvom skoku dolazi na broj 1, a svaki sljedeci
skok je to¢no k puta dulji od prethodnog. Na mjestu svakog visekratnika broja 2015 nalazi se
rupa.

Odredi sve prirodne brojeve k takve da skakavac moze skociti 2015 puta, a da pritom ne usko¢i
u rupu.

Rjesenje.
Neka je a, mjesto na kojem se skakavac nalazi nakon n-tog skoka, odnosno
a=1 a,=1+k+---+k" " n>2

TraZzimo sve prirodne brojeve k takve da 20151 a,, za sve n = 1,...,2015.

Pretpostavimo da je M (k,2015) = d > 1. Tada svaki a,, pri dijeljenju s d daje ostatak 1, a kako
je 2015 djeljivo s d vrijedi 2015 1 a,, za sve n. Dakle, svi prirodni brojevi koji nisu relativno
prosti s 2015 odgovaraju uvjetima zadatka.

Ako je M(k,2015) = 1, promatramo ostatke pri dijeljenju brojeva ay, ..., a5 s 2015. Ako je
neki od njih djeljiv s 2015, takav k£ ne odgovara. U suprotnom, buduéi da imamo 2014 mogucih
ostataka, dva broja daju isti ostatak. Neka su to a; i a,,, m > [. Tada je njihova razlika djeljiva
s 2015. S druge strane, vrijedi

U —ap =K'+ E" =E 14 BT =g,

Iz 2015 | k' - @,y i M(k,2015) = 1, slijedi 2015 | a,,,_;, §to je suprotno pretpostavci da nijedan
od brojeva ay, ..., ass nije djeljiv s 2015. Dakle, ako je M(k,2015) = 1, skakavac ¢e uskociti
u rupu.

Prema tome, jedini prirodni brojevi koji odgovaraju uvjetima zadatka su oni koji nisu relativno
prosti s 2015.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta

Trogir, 9. travnja 2015.

Zadatak A-3.1.
U trokutu ABC vrijedi |BC| + |AC| = 2|AB| i <BAC — <CBA = 90°.
Odredi kosinus kuta <ACB.

Prvo rjesenje.

Neka je tocka D na stranici BC takva da je <CAD = 90°. Ozna¢imo ¢ = <CDA iz =|CD|.
Tada je cos <ACB = sin .

C

A B

Tada je |AC| = wxsing i |AD| = |DB| = wzcosg. Takoder je <DAB = i¢ i |AB| =
2T coS ¢ cos %@.

Zbog uvjeta |BC| + |C A| = 2|AB| slijedi
. 1
1+ cos ¢ + sin ¢ = 4 cos ¢ cos 5@'
Kvadriranjem obje strane jednakosti dobivamo

1
1 + cos® ¢ + sin® ¢ + 2 cos ¢ + 2sin ¢ + 2sin ¢ cos p = 16 cos® ¢ cos? 590,

a daljnjim sredivanjem redom
2(1 + cos ) (1 + sin ) = 8cos? (1 + cos ),
1+ sing = 4(1 — sin® ),
(4sinp — 3)(sinp + 1) =0,

>~ w

sinp =

pri ¢emu smo koristili cos p # —1 1 sinp # —1 §to vrijedi jer je ¢ §iljasti kut.
Dakle, cos <ACB = %.
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Drugo rjesenje.

Oznac¢imo a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|, a = <BAC, = <ABC, v = <BCA. Uz uvedene

oznake vrijedi a + b =2cia — = 90°.

Iz a + b = 2c i poucka o sinusima redom slijedi

b
a,b_,
c c
sina + sin f = 2siny

sin® a4 sin? B + 2sin acsin B = 4sin® v

Kako je 8 = a — 90°, vrijedi sin/3 = — cosa, odakle slijedi sin? 8 = cos?a pa dobivamo

sin? o + sin? B = sin® a + cos? @ = 1. Odavde dobivamo

1+ 2sinasinf =4 — 4cos®,

2sinasin B = 3 — 4 cos? 7.

Po poucku o kosinusu vrijedi ¢? = a? + b? — 2abcosy. Odatle koristenjem poucka o sinusima i

dobivenih izraza redom slijedi

2ab cos y a® b
e Tl=ata
2 sin o sin B cos sina sin?
D) 5 7 + 1= ) + . 92 6
sin® ~y sin“~y  sin“vy

2sin asin 5 cos v + sin® v = sin® a + sin® B
8sin asin B cosy + 4sin?y = 4sin® o + 4sin? 8
8sin asin B cosy + sin? a + sin? 8 + 2sin asin B = 4sin® o + 4sin® B
2sin acsin B(4 cosy + 1) = 3sin® a + 3sin? B
(3 —4cos®v)(4cosy +1) = 3.

Sredivanjem dobivamo jednadzbu
16 cos® v 4+ 4 cos®y — 12cosy =0

koja se faktorizira u
4 cosvy(cosy + 1)(4cosy —3) = 0.

Rjesenje cosy = 0 se odbacuje, jer v # 90°. Naime, zbog uvjeta a — = 90° kut o mora biti

tup pa kut v ne moze biti pravi. RjeSenje cosy = —1 se takoder odbacuje, jer v # 180°.

Zaklju¢ujemo da mora biti cosy = %.
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Zadatak A-3.2.
Odredi sve trojke prirodnih brojeva (p, m,n) takve da je p prost broj i da vrijedi

2Mp? + 1 =nb.

Rjesenje.
Zapisemo li jednadzbu u obliku 2™p? = n’® — 1 i faktoriziramo desnu stranu prema formuli za
razliku petih potencija, dobivamo

2"p? = (n—1)(n* +n* +n? +n+1).

Faktor n* +n? +n% 4+ n + 1 je neparan broj, pa je n — 1 djeljivo s 2™.
Takoder slijedi da je p neparan broj.

S druge strane, kako je n prirodan, oc¢ito je n* +n3+n? +n+1 > n — 1. Stoga p ne moZe
dijeliti n — 1, jer bi onda n — 1 bilo barem 2™p, a n* + n® 4+ n? +n + 1 bi bio najvise p, sto je
manje od 2"p. Dakle, vrijedi

2" 4+ 1=mn, pPP=nt+nd+n+n+1.

Uoc¢imo da je druga jednadzba ekvivalentna sljede¢ima:
n*+n®+nitn=p"—1,
nin+1)(n*+1)=(p-1)(p+1).

Uvrstavanjem n = 2™ 4+ 1 u zadnju jednadzbu dobivamo

(2™ 4+ 1) (2% 4 2mH L )2 +2) = (p— 1) (p+ 1),

odnosno
42"+ D)2 L DR ) = (p— 1) (p+1).

Buduéi da je p neparan, desna strana je umnozak dva uzastopna parna broja pa je djeljiva s 8.
Lijeva nije djeljiva s 8, osim ako je m = 1. Jedino rjesenje je stoga m = 1,n = 3,p = 11.

Drzavno natjecanje iz matematike 2015. 12/22



Zadatak A-3.3.

U nekoj drzavi izmedu svaka dva grada postoji ili izravna autobusna ili izravna zeljeznicka veza
(sve veze su dvosmjerne i ne prolaze ni kroz jedan drugi grad).

Dokazi da je gradove u toj drzavi moguce rasporediti u dva disjunktna skupa tako da je sve
gradove u jednom skupu mogucée obié¢i putujuéi samo Zeljeznicom tako da se nijedan grad ne
posjeti dvaput, a sve gradove u drugom skupu putujuéi samo autobusom tako da se nijedan
grad ne posjeti dvaput.

Rjesenje.
Neka je G skup svih gradova u drzavi iz zadatka. Za par (A, Z) pri ¢emu su A i Z disjunktni

podskupovi od G kazemo da je dobar ako sve gradove u skupu A (odnosno Z) moguée obici
putujuéi samo autobusom (odnosno Zeljeznicom) tako da se nijedan grad ne posjeti dvaput.

Neka je (A, Z) dobar par za koji AU Z ima najveé¢i moguéi broj elemenata. Ako dokazemo
AU Z = G, onda je tvrdnja zadatka dokazana.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji grad g koji se ne nalazi ni u A ni u Z. Bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da su A i Z neprazni skupovi jer u suprotnom mozemo bilo
koji grad iz nepraznog skupa prebaciti u prazni.

Neka je n broj gradova u skupu A, a m broj gradova u skupu Z. Poredajmo gradove iz A u
niz ay, ..., a, tako da su svaka dva uzastopna grada u tom niza izravno povezana autobusom.
Takoder, poredajmo gradove iz Z u niz zi,..., 2, tako da su uzastopni gradovi u tom nizu
povezani izravno zeljeznicom.

Bududi da smo pretpostavili da je skup (A, Z) maksimalan, gradovi g i a; moraju biti povezani
zeljeznicom (inace bi par (AU{g}, Z) bio dobar par za koji unija ima vise elemenata od AU Z)
te g i z; moraju biti povezani autobusom (inace bi par (A, Z U {g}) bio dobar i unija bi imala
vise elemenata od AU 7).

Gradovi a; i z; moraju biti povezani autobusom ili Zeljeznicom.

zZ
Y
\

Ako su a; i z; povezani autobusom, neka je A" = {z1,9,a1,...,a,} 1 Z' = {29,...,2,}. Tada
je (A’,Z") dobar par i broj elemenata u A’ U Z’ je veéi od broja elemenata iz A U Z, $to je
suprotno pretpostavci.

Ako su ay 1 z; povezani zeljeznicom, neka je A” = {as,...,a,} 1 Z" = {a1,9,21,22, ..., 2m}-
Tada je (A", Z") dobar par i broj elemenata u A” U Z” je veéi od broja elemenata iz AU Z, $to
je suprotno pretpostavci.

Buducdi da svi slucajevi vode na kontradikciju, zakljucujemo da je pretpostavka bila suprotna i
vrijedi da je svaki grad ili u skupu A ili u skupu ~Z.
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Zadatak A-3.4.

Na stranici AC trokuta ABC nalaze se tocke D i E tako da je to¢ka D izmedu C' i E. Neka je
F sjeciste kruznice opisane trokutu ABD s pravcem koji prolazi kroz tocku E i paralelan je s
BC' tako da se tocke E i F' nalaze s razli¢itih strana pravca AB. Neka je G sjeciSte kruznice
opisane trokutu BC'D s pravcem koji prolazi kroz tocku E i paralelan je s AB tako da se tocke
E i G nalaze s razlic¢itih strana pravca BC'

Dokazi da tocke D, E, F'i GG leze na istoj kruznici.
Rjesenje.

Neka je I’ presjek pravca BG i kruZnice opisane trokutu ABD razli¢it od tocke B.

Cetverokut DAF'B je tetivan, pa vrijedi <BF'D = <BAD = <BAC. Bududi da je GE || AB,
vrijedi <BAC = <GEC. Stoga je <GF'D = <GEC, odnosno DEF'G je tetivni cetverokut.

Odatle slijedi <AEF' = <DGF' = <DGB. Kako je ¢etverokut CDBG tetivan, vrijedi
<DGB = <DCB, pa zakljucujemo da je F'E || BC.

Dakle, tocka F” je presjek paralele s BC' kroz tocku E i kruznice opisane trokutu ADB, §to
znaci da je F' = F. Zato je DEFG tetivni ¢etverokut, odnosno tocke D, E, F i GG leZe na istoj
kruznici.
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Zadatak A-3.5.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ > 1. Dokazi da vrijedi

a— be b—c&+c—ab §
a+bc b+ca c+ab 2
Rjesenje.
Uoc¢imo prvo da je
a—bc_a—l—bc—?bc_l_2 be b—ca B ca c—ab B ab
a+be  a+be a+bc’ b+ca b+ca c+ab c+ab
Sada iz a + b+ ¢ > 1 slijedi da je
be S be B be
a+bc” ala+b+c)+bc  (a+b)(a+c)
i analogno
ca S ca ab S ab
b+ca” (b+a)b+c) c+ab” (c+a)(c+b)
pa je
a—bc b-—ca c—ab< 2bc 2ca 2ab

a+ bc * b+ ca * c+ab (a+b)a+c) (b+a)b+c) (c+a)c+b)
Dakle, da bi dokazali trazenu nejednakost dovoljno je dokazati da vrijedi

2be . 2ca . 2ab >§
(a+b)(atc) (b+a)b+c) (ct+a)e+bd) 2

MnozZenjem s (a + b)(b + ¢)(c + a) vidimo da je gornja nejednakost ekvivalentna s
4be(b + ¢) + 4ca(c + a) + 4ab(a +b) = 3(a + b)(b+ ¢)(c + a),
tj.
a’b + ab® + b?c + bc? + *a + ca® > 6abe.
Posljednja nejednakost vrijedi jer prema nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine

vrijedi
a’b + ab® + b’c + be® + a + ca® = 6V abhbcd = 6abe.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta

Trogir, 9. travnja 2015.

Zadatak A-4.1.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve realne brojeve x i y vrijedi

flay) (@ + f(y) = 2 f(y) + > f ().

Rjesenje.
Uvrstavanjem x = y = 0 u danu jednadzbu dobivamo

f(0)> =0, odnosno f(0)=0.

Uvrstavanjem x = y = 1 u danu jednadzbu dobivamo
FA)(A+ f(1)) =2f(1), odnosno f(1)* = f(1).

Razlikujemo dva slucaja: f(1) =01ili f(1) = 1.

Ako je f(1) =0, uvrStavanjem x = 1 u pocetnu jednadzbu dobivamo da za svaki y € R vrijedi
F) A+ f) = fly), ti. fly)=0.
Ako je f(1) =1, uvrStavanjem y = 1 u pocetnu jednadzbu dobivamo da za svaki z € R vrijedi
f(x)(z+1)=2*+ f(z), odnosno zf(x)= 2’

Za z # 0 dijeljenjem s = dobivamo da je f(z) = =.
Bududi da je i f(0) = 0, slijedi da je f(x) = x za svaki x € R.

Uvrstavanjem vidimo da funkcije f(x) = 01 f(x) = z zaista zadovoljavaju pocetnu jednadzbu
te su to trazena rjeSenja.

Drzavno natjecanje iz matematike 2015. 16/22



Zadatak A-4.2.

Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka su A’, B’, C' redom noZista
okomica povucenih iz tezista trokuta ABC' na pravce BC', C'A, AB.

Odredi omjer povrsina trokuta A’B'C" i ABC.

Prvo rjesenje.

Ozna¢imo sa T teziste trokuta ABC' te sa a, b, ¢ i v redom duljine stranica BC', CA, AB i
visine na stranicu AB. Ozna¢imo i a = <CAB i 8 = <ABC.

Buduéi da je T teziste trokuta ABC, vrijedi

1 1 1 1 1
[TA| =|B'C| = S|AC| = 3b, [TB|=|AC| = 2|BC| = za, |TC'| = gv.

B

Al

Vrijedi
P(A'B'C"Y = P(A'B'T) + P(B'C'T) + P(C'A'T)
= ;(|TA’\ |TB'|+ |TB'|-|TC’| - sin(180° — ) + [T'C’'| - [TA'| - sin(180° — 3))
= ; : ;(ab+avsina+bvsin5)
Buduéi da vrijedi v = asin 8, v = bsina, a = c¢sina, b = csin B i ¢2 = a® + b?, imamo:

1
P(AB'C') = 1—8(ab + a?sin asin 3 4 b? sin asin 3)

1 . 1
= 1—8(ab+ c“sinasin ff) = 1—8(ab+ ab)
1 2
— — .2qb = ZP(ABC).
T ab 5 (ABC)

Dakle, dobivamo P(A’B'C") : P(ABC) =2:9.
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Drugo rjesenje.

Neka je B; poloviste katete AC, a A, poloviste katete BC. Trokuti ABT i ACA; su sli¢ni.
Bududi da teziste dijeli teziSnicu u omjeru 2 : 1 slijedi |CB’| : |[CA] = 1 : 3. Analogno
dokazujemo |C'A'| : |[CB| = 1 : 3. Slijedi da su pravokutni trokuti A’CB’ i BC'A sli¢ni s
koeficijentom sliénosti 3. Dakle, |A'B’| = |AB].

Takoder, <C A'B" = <CBA, tj. pravci A'B" i BA su paralelni.

B

Aq

Al

C B’ B A

Neka je v duljina visine na stranicu AB trokuta ABC'. Duljina visine na stranicu B’A’ trokuta
B'A'C je tri puta manja od v. To povla¢i da udaljenost pravaca AB i B’ A’ iznosi %v, tj. duljina

visine na stranicu B’A’ trokuta A’B'C’ iznosi %v )

Sada slijedi da je

2 11

1 2 2

Trazeni omjer je P(A'B'C") : P(ABC) =2:09.

Trece rjesenje.

Oznacimo sa T teZiste trokuta ABC te sa a i b redom duljine stranica BC i CA. Postavimo
trokut u koordinatni sustav tako da je C(0,0), A(b,0), B(0,a). Tada je T(%,%), A'(0,%),
B’(g, 0). Jednadzba pravca AB je tada

AB“y—o:gigm—m,
a
y:—5$+a.

Pravac T'C" je okomit na AB pa je stoga njegova jednadzba
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[zjednacavanjem dobivamo

N it s
bt T T 3a
it T (b+a>x
3¢  \a b)7
_ b(2a* 4+ 17)
3(a® +b%)
Uvrstavanjem u jednadzbu pravca AB dobivamo
_a b(2d* +07) Y —2a° — ab® + 3a® 4 3ab®  a(20® + a?)
b 3(a2+b?) B 3(a? + b?) © 3(a2+b?)

Tako dobivamo tocku

o - (b(2a2 +0%) a(20® + a2)>
3(a2+ %) 3(a®+b?)
Koristeci formulu P(A'B'C") = Y|z a(yp — yor) + zp (yor — yar) + e (yar — yp)| dobivamo

P | a(20® + a?) b (a(20*+a*) a b(2a®> +0?) (a
PABC) =3 0(0_ 3(a? +17) ) 3 ( 3(a2 + 17) _3) 3002 + 17) <3_0>‘
C1[b 2 +a*—a—ab® o 2a*b+ D
237 3@+ 3 3@+
_ 1]ab® +2a*b+ab®|  1]2ab(a® + b?)
T2 9@+ | 2| 9(a+0b?)
2 L s

Zaklju¢ujemo da je P(A'B'C") : P(ABC) =2:9.

Zadatak A-4.3.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoji djelitelj d broja n takav da

dn+1|d*+n”

Rjesenje.

Neka je n = ad. Uvjet dn + 1 | d> + n* moZemo zapisati kao ad? + 1 | d* + a*d>.
Tada ad? 4+ 1 dijeli i d*> + a?d*> —a - (ad®> + 1) = d* — a.

Promotrimo moguénosti za predznak broja d? — a.

Ako je d*> —a > 0, onda mora vrijediti i d> —a > ad®+ 1 (visekratnik mora biti velik barem kao
djelitelj). Buduéi da je a prirodan broj, slijedi da je d* > ad?® + a + 1 > d?, §to je nemoguce.

Ako je d®>—a < 0, onda je a —d? > 0. Tada mora biti a —d? > ad?+1. Bududéi da je d prirodan,
slijedi da je a > ad® + 1 4 d? > a, §to je takoder nemoguce.

Dakle, moguce je jedino da je d*> — a = 0, odnosno a = d? i n = d®. Tada zaista d* + 1 dijeli
d* + d® = d*(d* + 1), pa su svi traZeni brojevi n kubovi prirodnih brojeva.
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Zadatak A-4.4.

Neka je n prirodni broj. Odredi sve pozitivne realne brojeve = za koje vrijedi

2* 3 (n+1D* n(n +3)
+ +rt—Fnr" =nr+ ——.
r+1 x42 r+n 2

Prvo rjesenje.

n(n+3)
2

Kako je nx = v+ 2+ ---+ 2, a = (14+2+3+---+mn)+n, polazna jednakost je

ekvivalentna sa
odnosno

Sredivanjem dobivamo da je

(k+ 1) (k+1)2?—(x+k)? (z+2k+1)(1—2) k+1
e = S S B s (14 ).

pa je gornja jednakost ekvivalentna sa

" k+1
o vtk

(1—:c)<n—l— >—i—n(x2—1):(),

odnosno

2 3 n+1
1— —n(1 =0.
( x)<n+<$+1+$+2+ +:U+n) n _HE))

Za x = 1 jednakost ocito vrijedi. Za x # 1 mora vrijediti

2 3 n+1
n+ + + -+ =n(l+x),
r+1 x+2 r+n

odnosno
2 3 n+1 B

r+1 x+4+2 r+n

nx.

Ako je 0 < z < 1, onda je svaki od n razlomaka na lijevoj strani strogo veéi od 1, pa je lijeva
strana strogo veca od n, a desna strana je strogo manja od n.

Ako je x > 1 vrijedi to¢no obratno: lijeva strana je strogo manja od n, a desna strana je strogo
vec¢a od n. Dakle, jedino rjesenje je v = 1.
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Drugo rjesenje.
Uoc¢imo da na? moZemo rastaviti na n pribrojnika

nx® =2? + 2% 4+ - + 27

Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti u Engelovoj formi na 2n ¢lanova slijedi

22 N 32 +(n+1)2+ 2 a2 243+--+n+l4+z+---+z)?
. .. —_— :E DR :E
T+1 z42 T+n T r4l+a+2-+ax+n+l4e+1
 (nw o MEy n(n+ 3)
nx+n—|—"("+1) 2
- : 2 3 . : .
Jednakost vrijedi ako i samo ako = , tj. ako i samo ako je x = 1.
r+1 x+2

Trece rjesenje.

Matematickom indukcijom dokazat ¢emo da je za svaki prirodni broj n lijeva strana dane
jednadzbe veca ili jednaka desnoj za sve pozitivne realne brojeve x te da se jednakost postize
ako i samo ako je z = 1.

Za n =1 jednadzba se redom moze napisati na sljede¢i nacin:
92
r+1
44 2%z +1) = (z+2)(x+1)
* =3 +2=0
(x—1)*(xz+2)=0

+at=1+2

Uocavamo da je jedino pozitivno rjeSenje ove jednadzbe x = 1 te da je lijeva strana dane
jednakosti vec¢a od desne za sve pozitivne brojeve x # 1.

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n = k tvrdnja vrijedi, odnosno da je

22 32 k4 1) k(k+3
+ ...+u+kx2>m+g.
r+1 x42 x4+ k 2
Prema pretpostavci vrijedi
22 32 k4 1) k4 2)2
RSN G ) e ) A T

x+k r+k+1

1)? 2)?2
( _|_.._|_(k+)_|_kx2)_|_<k+)_}_l‘2
x+2 x+k

r+k+1
(k+3) (k +2)
> kax
r+k+1

+ 22

Kako bismo pokazali tvrdnju za n = k + 1 promotrimo nejednakost

(k+1)(k+4)
2 Y

k(k + 3) N (k+2)

2
T k1

+2* > (k+ 1)z +
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koja je redom ekvivalentna sljede¢im nejednakostima
(k +2)?

r+k+1

(k+22+2*(x+k+1)

(x+k+2)(z—1)>

+a? >+ k42

> (r+k+2)(x+k+1)
> 0.

Buduci da je posljednja nejednakost istinita, te jednakost vrijedi ako i samo ako je z = 1,
proveli smo korak indukcije.

Prema principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je lijeva strana jednakosti veca ili jed-
naka desnoj i da se jednakost postize ako i samo ako je x = 1 za svaki prirodni broj n. Dakle,
jedino rjeSenje jednadzbe je x = 1.

Zadatak A-4.5.

Na plo¢u dimenzija 8 x 8 postavljaju se tromino-plocice oblika 5 tako da svaka tromino-ploéica
prekriva toc¢no tri polja ploce, a medusobno se ne prekrivaju.

Koliko je najmanje tromino-plocica potrebno postaviti na plo¢u ako zelimo da se nakon toga
viSe ne moze postaviti nijedna dodatna tromino-plo¢ica?

Rjesenje.

Podijelimo plo¢u na 16 kvadrata dimenzija 2 x 2 kvadrata kao na slici.

U svakom od tih kvadrata trebaju biti barem dva polja prekrivena, ina¢e se na neprekrivena
polja moze postaviti tromino-ploc¢ica. Dakle, barem 32 polja trebaju biti prekrivena, a za to
nam treba barem 11 tromino-plocica.

Da je 11 tromino-ploc¢ica dovoljno pokazujemo konstrukcijom, kao primjerice na slici.
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