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TVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1. Rijesite nejednadzbu
2013 2013 2013 2013

<1
12038 @r)@+2)  @r@+3) T wr202)@ 2013

Prvo rjesenje.
Podijelimo cijelu nejednadzbu s 2013. Tada je svaki od razlomaka na lijevoj strani nejed-
nadzbe, osim prvog, oblika
1 1 1
(x+k)(z+k+1) z+k 2z+k+1

k=1,2,...,2012.

Tada je
1 N 1 1 1 1 1 1 < 1
r+2013  (z+1) (z+2) (x+2) (z+3) (x +2012) (x+2013)| — 2013
Nakon sredivanja dobivamo
1 1
<
x+1] 7 2013
| + 1] > 2013

z+1>2013 ili z+1<—2013.
Odatle je 2 € (—o0, —2014] U [2012, c0).

Drugo rjesenje.
Takoder prvo podijelimo cijelu nejednadzbu s 2013.
Zbrojimo li prvi i zadnji ¢lan na lijevoj strani dobivamo

1 1 x4+ 2012 +1 1

x + 2013 * (x +2012)(z 4+ 2013)  (x +2012)(x +2013) =+ 2012
Tada se pocetna nejednadzba svodi na

1 1 1 | 1
T12002  @iDE12)  @id@+3) T @r20i)@r2012)| = 2013

Ako postupak nastavimo, do¢i ¢emo do nejednadzbe

1 1 1
<
r+2 @i D@+2)| " 2013
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odnosno

x+1| = 2013’

1 ‘ 1
<

pa je kao i u prvom rjesenju x € (—oo, —2014] U [2012, c0).

Zadatak B-1.2. Zbroj znamenaka prirodnog broja x je y, a zbroj znamenaka broja y je
z. Odredite sve brojeve x za koje je

r+y+z=00.
Rjesenje.

Iz x + y + 2z = 60 slijedi da je x dvoznamenkasti broj.

Pisemo x = 10a + b, gdje su a i b znamenke i a # 0.

Tada je y = a + b, zbroj znamenaka broja x.

Akojea+b<9, ondajez=a+0bpaizz+y+ z=060 slijedi

10a + b+ 2(a+b) = 60
12a + 3b = 60

4a 4+ b =20
b=20—4a=4(5—a).

Kako su a i b znamenke, ¢iji je zbroj manji ili jednak 9, dobivamo b =0, a = 5 ili b = 4,
a=4.

Akojea+b>10,ondaje z=a+b—9, paiz x +y+ z = 60 slijedi

10a+b+2(a+b) —9 =060

12a + 3b = 69
4a +b =23
4a =23 —b

Ako je b =3, onda je a = 5 te je a + b < 10, nije rjesenje.
Ako je b =7, onda je a = 4 te je a + b > 10, je rjeSenje.
Dakle, x € {44,47,50}.

Zadatak B-1.3. Dva vlaka kreéu istovremeno s poc¢etnih stanica jedan prema drugome.
Vlakovi voze konstantnim brzinama i mimoilaze se kod tocke M. Jedan vlak vozi dvos-
truko brze od drugog. Ako sporiji vlak krene 5 minuta kasnije, mimoi¢i ¢e se u tocki koja
je 4 km dalje od tocke M. Koliko iznosi brzina sporijeg vlaka?

Rjesenje.

Neka je sporiji vlak A, a brzi B. Neka je v brzina vlaka A.

Tada je 2v brzina vlaka B. Vrijeme potrebno da oba vlaka dodu do tocke M je ¢ sati.
Put koji vlak A prode do tocke M jednak je vt km, a 2vt put vlaka B do tocke M.
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Ako sporiji vlak A krene 5 minuta kasnije (1/12 h) te ako je t; vrijeme potrebno vlaku A
1
da dode do tocke mimoilaska, vlak B je do te tocke vozio t; + — sati.

1
Put vlaka A do tocke mimoilaska je v - t1, a put vlaka B je 2v - <t1 + E)
Kako je razlika putova sporijeg vlaka u oba slucaja 4 km, pisemo

vt — vty = 4.

Isto tako razlika putova brzeg vlaka je

1

4
t—t = —
v

Iz prve jednadzbe dobivamo

a iz druge jednadzbe

—%~@—qy+%:4
Tada brzina sporijeg vlaka iznosi v = 72 km/h.

Zadatak B-1.4.

Tocke M i N pripadaju redom stranicama AC i BC trokuta ABC.

Tocka O je sjeciste duzina AN i BM. Odredite povrsinu trokuta CM N ako su povrsine
trokuta OM A, OAB i OBN jednake redom 2, 3, 4.

Rjesenje.
rc
P 7
M \ v
i\, P ="
=2 o Voo
A x
Pa\é{ B
= vl
A 'uL
Y
B
Neka je

Provia =P =2, Proap=P=3, Propn=FP3=4, aPronu=2F



Trazenu povrsinu, trokuta M NC, oznacimo s P.
Trokuti OAB i OBN imaju zajednicku visinu x. Isto tako trokuti OM A i ONM imaju
zajednicku visinu y. Tada iz omjera njihovih povrsina slijedi

Py 4
P, 3
|ON| -z
_ 2 _4
|OA|-z 3
2
ION| 4
il 1
|OA| 3 (1)
Analogno
|ON| -y
P Ty
P |OA| -y
2
Py |ON|
== 2
2 |OA| (2)

8
Iz (1) i (2) slijedi Py = 3
Nadalje, promotrimo trokute M NC i ANC sa zajednickom visinom z. Kao i u prethod-
nom slucaju, iz omjera povrsina dobivamo omjer stranica

|CM| -z
5 P
MCMZ__2+8+P'
2 3
Slijedi
cM| 3P )
|AC| — 14+ 3P’

Analogno iz trokuta M BC' i ABC' sa zajednickom visinom v dobivamo

w 4+§_|_P
2 '3
[AC] - v 9+§+P‘
2 3

Slijedi
ICM| 20+ 3P
|AC| — 35+ 3P’

Iz (3) i (4) dobivamo
204+3P 3P

35+3P 14+ 3P
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te povrsina trazenog trokuta iznosi

Zadatak B-1.5. Na otoku zivi petero ljudi i majmun. Jednog su dana svi zajedno
sakupljali kokosove orahe i stavljali ih na zajednicku hrpu. Dogovorili su se da ¢e sutradan
medusobno razdijeliti orahe. Tijekom noci jedna je osoba od petero otocana uzela svoj
dio. Podijelila je orahe na 5 jednakih hrpica i pri tome joj je ostao jedan kokosov orah.
Njega je dala majmunu, sakrila svoju hrpu, a ostale cetiri ponovno spojila u jednu veliku
hrpu. Ostala cetiri oto¢ana napravila su to isto, jedan za drugim i svatko je jedan kokosov
orah dao majmunu da se hrpe mogu jednako raspodijeliti. Koji je najmanji moguci broj
oraha u pocetnoj hrpi?

Prvo rjesenje.
Nakon sto od broja oraha u pocetnoj hrpi oduzmemo 1 moramo dobiti broj djeljiv s 5. To
znaci da je pocetni broj iz skupa 6, 11, 16, 21, 26, ... . Nakon $to oduzmemo 1, mnozimo
S = jer je prva osoba sebi zadrzala 5 pa je drugoj osobi za raspodjelu ostalo 4, 8, 12, 16,
20, ... .

4
Kako druga osoba nastavlja postupak, kad od tih brojeva oduzmemo 1 i pomnozimo s 5

rezultat mora biti cijeli broj. To znaci da su jedino moguéi brojevi (oraha na hrpi poslije
prve osobe) 16, 36, 56, 76, 96, ... .
Analogno zaklju¢ujemo dalje:
4

Ako prethodnim brojevima oduzmemo 1 i pomnozimo s £ dobivamo brojeve 12, 28, 44,
60, 76, ...,
No, da bi treca osoba mogla nastaviti postupak, preostaju, nakon druge osobe, samo bro-
jevi 76, 156, 236, 316, 396, ... .

4
Nakon oduzimanja 1 i mnozenja s 5 dobivamo 60, 124, 188, 252, 316, ..., ali da bi cetvrta

osoba mogla izvrsiti raspodjelu nakon treée osobe, preostaju brojevi 316, 636, 956, 1276,
1596, ... .

Nakon cetvrte osobe preostaju brojevi 252, 508, 764, 1020, 1276, ..., a najmanji koji je
moguc¢ je 1276.

1276 — 1
Nakon pete osobe na hrpi ostaje 1020 oraha pa je peta osoba dobila — = 255 oraha.

Sad kad smo pronasli najmanji (cijeli) broj oraha koji ostaje nakon svih raspodjela, vra-
timo se unazad.
Prije pete osobe na hrpi je bilo 1276 oraha.

Prije ¢etvrte osobe na hrpi je 1 1276 + 1 = 1596 oraha. Analogno racunamo i dalje.
5
Prije trece osobe na hrpi je 1 1596 + 1 = 1996 oraha.

5
Prije druge osobe na hrpi je 1 1996 4 1 = 2496.



5
I na kraju, prije prve osobe na hrpi je 1 2496 + 1 = 3121 orah.

Drugo rjesenge.

Oznac¢imo s a broj oraha na hrpi nakon posljednje raspodjele, odnosno nakon raspodjele
pete osobe.

Tada je prije pete osobe bilo na hrpi

oraha.
Prije ¢etvrte osobe je na hrpi

prije trece osobe je na hrpi

prije druge osobe je na hrpi
5125 By 625 360
4\ 64 16 256 64

prije prve osobe je na hrpi

5 (625 369) 1= 3125 1845

1\256° T 61 = 1024% T 256

To je broj oraha u pocetnoj hrpi i to mora biti prirodan broj. Trazimo najmanji takav.
Zapisimo taj broj u sljede¢em obliku
3125 1845 (31024 +53)a  7-256 + 53

3
1024% " 256 T 1024 t g tl=8at 8+ ilatd)

Ovo ¢e biti prirodan broj ako je a+4 visekratnik od 1024, a bit ¢e najmanji za a+4 = 1024,
Tada je a = 1020, a najmanji moguci broj oraha u pocetnoj hrpi je

3-1020 + 8 + 53 = 3121.
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2 2
Zadatak B-2.1. U skupu R rijesite nejednadzbu i + ’ > 6.
x+1 r—1

Rjesenje.

2 2
) +< ’ ) >6s (z+1)*(z — 1) uz uvjet

Pomnozimo li nejednadzbu ( 1
:L' —_—

x # 1,z # —1 redom slijedi:

z+1

22z — 1)+ 23z +1)? >
2 [(x =1+ (z+1)°] >
7? [22% + 2] > 6(2” — 1)
x? [ZL‘2 + 1} —3(x*—1)*>0

—2x' + 72 —3>0ili 22" — 72 +3 <0

(z+1)* (@ - 1)°

6
6(z? — 1)

Rjesavanjem bikvadratne jednadzbe 2z* — 722 + 3 = 0 dobivamo

1 2
?=3iz*= o odnosno x; 9 = +v3 1 T34 = i\/T_'
Pisemo
1 2 2
2(x? — 3) (:c2—§) < 0ili 2(z 4+ V3)(x — V3) <x+§> (x—\/?_) <0.

Pomoéu grafa (ili tablice) slijedi rjesenje nejednadzbe

x e [—x@,—?] U [g\/ﬁ] \{-1,1}

4o + 2% — 4y + 4

Zadatak B-2.2. Za koju vrijednost varijabli z i y izraz
202 +y? — 2y +5

ima najmanju

vrijednost i koliko iznosi ta najmanja vrijednost?

Rjesenje.



42 +2y* —dy+4 222+ 4y —2y+5)—6
202 4+ 42 —2y+5 22+ y2—2+5
6 6

—9_ —9_
202 +y2 —2y+1+4 202+ (y —1)2+4

Dani izraz ima najmanju vrijednost kada je vrijednost izraza najveca, odnosno

6
202+ (y—1)%+4
kada je vrijednost izraza 2z* + (y — 1)* + 4 najmanja. To se postize za

=0, (y—172* =0 r=0,y=1

Najmanja vrijednost danog izraza jednaka je %

Zadatak B-2.3. Kolicina kofeina u krvotoku opada svakih 5 sati za 50%. Produzena
kava sadrzi 330 mg kofeina. Pretpostavimo da se cijela produzena kava popije odjednom.
Ako osoba u jednom danu popije produzenu kavu u 8 h, 10 h i 12 h, odredite koliko ¢e
mg kofeina ta osoba imati u krvotoku u 20 sati?

Rjesenje.

Napravimo tablicu.

t TO[5]10] 15 | 20
Q(t) | 330 | 165 | 82.5 | 41.25 | 20.625

Funkcija Q(t) je eksponencijalna funkcija oblika Q(t) = Qqbs.

Iz danih podataka Q(0) = 330 lako se dobije Qg = 330, te iz Q(5) = 165 dobivamo bazu b
165 = 3300,

pajeb= % Konacno koli¢ina kofeina, u mg, u krvotoku nakon t sati iznosi Q(t) = 330-25 .
Od kave koju osoba popije u 8h ostat ¢e u krvotoku nakon 12 sati ili to¢nije u 20h koli¢ina
Q(12) = 330-275 mg.

Od kave koju osoba popije u 10h ostat ¢e u krvotoku nakon 10 sati ili tocnije u 20h,
koli¢ina Q(10) = 330 -2 mg.

Od kave koju osoba popije u 12h ostat ¢e u krvotoku nakon 8 sati ili to¢nije u 20h, kolic¢ina
Q(8) =330-2% mg.

U 20h ukupno ée u krvotoku ostati 330-275° 4+330-272+330-2% = 330-2% (2%4 +2% + 1) mg
kofeina.

Zadatak B-2.4. Dundo i Maro su se nadmetali zadavajuéi jedan drugom neobic¢ne
matematicke zadatke. Tako je Maro dobio zadatak da izracuna to¢nu vrijednost kosinusa
kuta od 36°. Nije smio koristiti nikakav pribor osim papira i olovke za pisanje i racunanje.

8



To je nemoguce, mislio je Maro dok mu Dundo nije nacrtao nekoliko jednakokracnih
trokuta kojima je mjera barem jednog kuta iznosila 36°. Maro je promotrio jedan trokut
i ubrzo izracunao cos 36°. Koju je vrijednost dobio Maro i na koji nacin?

Rjesenge.

Razlikujemo dva slucaja - trokut moze imati jedan ili dva kuta od 36°.

C

Pruvi slucaj. Neka je Maro izabrao jednakokracan trokut kojemu je mjera kuta nasuprot
osnovice 36° 1 oznacio njegove vrhove s A, B, C. Oznac¢imo s = kut od 36°.

Povucemo li simetralu kuta pri vrhu A uz osnovicu, dobit ¢emo trokut AABD koji je
slican zadanom trokutu AABC (poucak K-K).

Pisemo b:a=a: (b—a), a odatle je

a’ = b* — ab.

(Ova se jednakost moze dobiti i pomoéu poucka o simetrali kuta.)
Iz pravokutnog trokuta AC'DE dobivamo

cosx = =, odnosno b = 2a cosx.

Q |olo

Sada je
a® = (2acosz)? — a(2acosx).

Dobivamo kvadratnu jednadzbu 4 cos? x — 2cosz — 1 = 0. Njezino pozitivno rjeSenje je

1++5

COsSx = .

4

Drugi slucaj. Maro je mogao izabrati i jednakokrac¢an trokut ABC u kojemu su dva kuta
36°.
Tada je kut nasuprot osnovice duzinama C'E i C'D podijeljen na tri kuta po 36°. Uocimo

trokut AAEC. To je jednakokracan trokut s jednim kutom od 36° pa smo zadatak sveli
na prethodni slucaj.



Zadatak B-2.5. Na sahovskom turniru sudjelovala su tri uéenika prvog razreda i nekoliko
ucenika drugog razreda. Tri ucenika prvog razreda osvojila su ukupno 7 bodova, a svaki
ucenik drugog razreda osvojio je isti broj bodova. Koliko je na turniru bilo u¢enika drugog
razreda ako svaka pobjeda donosi jedan bod, poraz 0 bodova, a nerijeseni rezultat pola
boda? Turnir se igra tako da svaki igra¢ sa svakim od preostalih odigra jednu partiju.

Rjesenje.

Neka je na turniru sudjelovalo x ucenika drugog razreda i neka je svaki od njih skupio
y bodova. Tada je ukupan broj bodova koje su skupili ucenici i prvog i drugog razreda
xy + 7. Kako na turniru sudjeluje  + 3 ucenika to je zbroj osvojenih bodova w

Tada vrijedi

(x 4+ 3)(z + 2)
2
2ey + 14 = (z + 3)(x + 2)

Ty +7=

8
2=x+5——.
T

Kako su z, 2y € N, slijedi x € {2,4,8}. Na turniru su bila 2 ili 4 ili 8 u¢enika drugih
razreda.

Pokazimo da su dobivena rjesenja moguca. Oznac¢imo ucenike prvog razreda s A, B, i
C, a ucenike drugog razreda s 1,2,.... Za svako pojedino rjesenje ishodi partija dani su
odgovarajué¢im dijelom sljedece tablice (za x = 2 promatramo gornju lijevu 5 x 5 tablicu,
za x = 4 promatramo gornju lijevu 7 x 7 tablicu i za x = 8 promatramo cijelu 11 x 11
tablicu). Broj u retku s oznakom r i stupcu s oznakom s oznacava bodove koje je r osvojio
u partiji sa s.

jAlBlefr|2]3[4][5]6]7]8|
AfJoJo[tl1Joffo[ofJoJo[o]o
Bl1jojo[1[T]o][ofo0o]0]0]oO
clofijolo [T of[o0ofo0o]0]0]o0

t{fojo[T[o 12 1 [ 1|1 [1]0]12
2 1lolol12 o 1t [1 10 [1/2]1
3T1[1[1] oo o/ 1/2] 0 1/2] 1 | 1
a1t oo 12012110
ST1(1(1] oo t 120170 [1/2
611101 12000 [1/2]1
7lrlrr[ 1t (1200 112070
sl1lrl1|1/2l 0o o1 127010
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Zadatak B-3.1. Rijesite nejednadzbu

1Og5+x(5 —x) -logyy_,(10 + ) <0.

Rjesenge.

Pocetni uvjeti su z > =5, x <5, x > —10, z < 10, © # —4, x # 9.
Dakle, za rjesenje nejednadzbe mora vrijediti x € (—5,5), x # —4.
Danu nejednadzbu mozemo pisati u obliku

log(5 — ) log(10 + z)

. 0.
log(5+z) log(10 — )

IA

Zbog uvjeta x € (—5,5), x # —4 razlomak

log(10 + )
log(10 — z)

ima pozitivnu vrijednost pa zadatak svodimo na rjesavanje nejednadzbe

log(5 — x)

<0
log(b+x) —

Dva su slucaja:

e Prvi slucaj. Rjesavamo sustav nejednadzbi

log(b —x) <0
log(b+z) >0

kojemu je rjesenje x > 41 x > —4, tj. x € [4,5).

e Drugi slucaj je sustav nejednadzbi

log(b—z) >0
log(5+ ) <0

kojemu je rjesenje x < —4 i x <4, tj. x € (=5, —4).
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Rjesenje zadatka je (=5, —4) U [4,5).

Zadatak B-3.2. Duljina stranice romba ABCD iznosi a. Romb prvo rotira oko pravca
na kojem lezi stranica AB, a zatim oko pravca na kojem lezi dulja dijagonala AC. Tim
rotacijama dobivamo dva rotacijska tijela. Omjer njihovih obujama je V; : Vo = 9 : /3.
Odredite siljasti kut romba i omjer oplosja nastalih rotacijskih tijela.

Rjesenje.

Rotacijom oko pravca AB nastaje rotacijsko tijelo koje se sastoji od stosca i valjka kojem
taj isti stozac nedostaje iznutra. Obujam tog tijela je

‘/1 = ‘/stoéca + ‘/valjka - ‘/stoéca - V;/aljka
2 .
‘/1 =T TV, Tvaljka — Uromba — A S,  Uyaljka — @
Slijedi V; = a7 sin® .
Ako romb rotira oko pravca AC' nastaje rotacijsko tijelo koje se sastoji od dva jednaka
stosca, a njegov je obujam

2
‘/2 = 2‘/stoéca = 57271-7]-

Kako ; e e f Q@
ako je Tsiosca = = = GSIN —, & Vgposen = = = @ COS —.
2 2 2 2
Obujam je
2
Vo = gagﬂ'SiHQ%COS%.
Iz danog omjera V; : Vo = 9 : /3 slijedi
sin? o 9
2 L« o V3
—sin® —cos —
3 2 2
« Q@
44i 2 2
S1n 2COS in
2 L« a3
—sin® —cos —
3 2 2

12



o \/§ Q s s
Odatle j —=—npaje—-=— =—.
atle je cos o 5 pajeg =g aa=g
Odredimo omjer oplosja. Oplosje prvog tijela je

Ol =2- Plstoéca + Plvaljka =2 Vromba * T* A+ 2 Vrompa * T - @
3
= AU = dasina - ar = 4wa? - 5 = 2V 3a.

Oplosje drugog tijela je Oy = 2rgoscama = 2a sin %Wa = a’r.
Omjer je O1 : Oy = 2V/3: 1.
Zadatak B-3.3. Ako su a, b, ¢ duljine stranice trokuta i «, [, v redom nasuprotni

kutovi, onda je % + IE) = — ako i samo ako je § = 2a. Dokazite!
a

Prvo rjesenje.

Treba dokazati da tvrdnja vrijedi u oba smjera.
a ¢ b

Neka je 3 + - = —. Tada je ac = b* — a?.

Koristec¢i poucak o kosinusu dobivamo

cos2a = 2cos® o — 1
—9. <w)2_1:2.(62+62_a2)2_1

2bc 4b?c?
~ (ac+?)? _ (a+0)? a2+ =20 PF—a®  c—a
20%¢2 o 2p? B 202 " 2a(a+c) 2a
Takoder je
A+a*—b *—ac c-(c—a) c—a
COS/B = = = = .
2ac 2ac 2ac 2a
Zato je f = 2a.

Dokazimo i drugi smjer tvrdnje.
Neka je g = 2a. Tada je
a b b

sina  sinf8  2sinacos«

odnosno,

2cosa = —.
a

Ako je 7 = 180° — («v + 2cv) = 180° — 3a, tada je
c
b

sin «v sin3a  2sin2acos« b
= — + — = - =2cosa = —.
sin2a  sin 2« sin 2« a

a

+
b
Drugo rjesenje.
Primijenimo poucak o sinusu na danu jednakost. Tada je

sinaw  siny  sinf

sinff  sinf  sina
sinff  sina  siny

sinae  sinf  sinf
sin® 8 —sin’ o sin(180° — (a + 3))

sin « - sin 8 sin (3
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Nakon mnozenja s nazivnikom dobivamo
(sin 8 — sin ) (sin § + sina) = sina - sin(a + ).
Pretvorbom zbroja u umnozak dobivamo

b+a . -« . B+ a B -«
2 cos sin - 2sin COS
2 2 2 2

sin(f + a) sin(f — o) = sinasin(a + ).

= sinassin(a + )

Slijedi sin(f — ) = sin a.
Tada je § = 2aili § — a = 180° — « $to je nemoguce pa je jedino mogucée S = 2a.
Drugi se smjer dokaze kao i u prvom rjesenju.

Zadatak B-3.4. Odredite nenegativne cijele brojeve p i n takve da su svi brojevi p,
p+ 3" p+ 3" p+ 32 p+ 373 prosti.

Rjesenge.

Brojevi 3", 3ntt, 372 37+3 gy neparni brojevi, pa ako im dodamo neparan broj p dobit
¢emo paran broj, sto znaci da p mora biti paran. Kako p mora biti prost broj, jedina je
mogucénost p = 2.

Promatramo niz brojeva

2, 243", 243" 2432 24303

Potencije 3", 3"+ 372 373 zavr§avaju (nekim redom) znamenkama 1, 3, 7, 9. Ako
zavrsava s 3, dodavanjem broja 2 jedan ¢lan ¢e zavrSavati s 5, Sto znaci da je djeljiv s 5
te nije prost, osim u slucaju n = 0ili n = 1.

Trazeni niz brojeva je 2, 5, 11, 29, 83 ili 2, 3, 5, 11, 29.

Zadatak B-3.5. Tocke A, B i C sredista su triju kruznica koje se medusobno dodiruju
izvana. Udaljenosti izmedu sredista iznose |AB| = 13 c¢m, |BC| = 8 c¢m, |AC| = 9 cm.
U tockama u kojima se kruznice dodiruju povucene su zajednicke tangente. Pokazite da
je srediste upisane kruznice trokuta ABC' sjeciste tih triju tangenti. Odredite udaljenost
sjeciSta tangenata od srediSta najvece kruznice.

Rjesenje.

"3 | v I Py
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Promotrimo trokut DEF', gdje su D, E, F' medusobna diralista danih kruznica. Simetrale
kutova trokuta ABC' su ujedno i simetrale stranica trokuta DEF (jer su trokuti ADF,
BDE, CEF jednakokracni), pa je kruznica kroz tocke D, E i F kruznica opisana trokutu
DEF, aupisana trokutu ABC. Oznac¢imo je s k, a njezino srediste sa S. Zakljucujemo da
su tocke D, F i F diralista kruznice k i stranica trokuta ABC' tj. da su stranice trokuta
ABC tangente kruznice k. Tada su zajednicke tangente danih kruznica (sa sredistima u
A, BiC)utotkama D, E, F istovremeno normale na kruznicu k. Kako normala kruznice
prolazi njezinim sredistem, tvrdnja je dokazana, odnosno sve tri zajednicke tangente sijeku
se u sredistu upisane kruznice trokutu ABC.

Za polumjere danih kruznica vrijedi:

7’1+7”2:8
T2+T3:13
T1+T3:9

RjeSenje ovog sustava je

rr=2cm, 719=06cm, 7r3=7cm.

a+b+c

— =

P =1/s(s—a)(s—b)(s —c) = 6v/35 cm?,
P 235

r = — =

S 5

2
Trazena je udaljenost |SA| = \/r5 +12 = /7> + (%%) = /22 cm.

S =

15,

CIn.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja $kola — B varijanta
Dubrovnik, 3. travnja 2013.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1. Duljine stranica 5 jednakostrani¢nih trokuta ¢ine aritmeticki niz.
Zbroj opsega tih trokuta je 120 cm. Zbroj povrSina najmanjeg i najveceg trokuta je za
10v/3 cm? manji od zbroja povrsina preostala tri trokuta. Odredite duljine stranica tih
trokuta. Koliki je zbroj povrsina svih trokuta?

RjesSenje.

Oznacimo stranice trokuta s a; = a —2d, as = a—d, a3 = a, ay = a+d, a5 = a + 2d,
gdje je d razlika niza.

Kako je zbroj opsega tih trokuta 120 cm to vrijedi

3(a1+a2+a3—|—a4+a5):120
a—2d+a—d+a+a+d+a+2d=40.

Slijedi @ = 8, pa je dani niz 8 — 2d,8 — d, 8,8 + d, 8 + 2d.
Za povrsine vrijedi

a?\/3 a§\/§+10\/§: a%f—l— a§\/§+ a2v/3

4+4 4 4

V3

/7

Tada je

al +a: +40 = a3 + a3 + a;
(8 —2d)* + (8 +2d)* +40 = (8 —d)* + 8> + (8 + d)*.

Slijedi d2 = 4, d = 2 ili d = —2.

Stavimo li d = 2 dobivamo: a; =4 c¢m, a; = 6 cm, az = 8 cm, ay = 10 cm, as = 12 cm.
(Stavimo li d = -2 dobivamo iste brojeve samo u silaznom poretku).

Zbroj povrsina svih trokuta iznosi

3
P= %(16 + 36 + 64 + 100 + 144) = 90v/3 cm?
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Zadatak B-4.2. Neka je n broj koji dobijemo tako da izmedu svake dvije znamenke
broja 14 641 napisemo 2013 nula. Odredite sva rjesenja jednadzbe z* = n u skupu C.

Rjesenje.

Ako izmedu svake dvije znamenke broja 14 641 napisemo 2013 nula dobivamo broj oblika
10...040...060...040...01, a njega mozemo zapisati pomocu potencija s bazom 10.
N N N N~

2013 2013 2013 2013
Tada je

n=10...040...060...040...01 (1)
M~ Y Y
2013 2013 2013 2013
— 104-2013+4 + 4 . 103~2013—|—3 + 6 . 102~2013+2 _I_ 4 . 102013+1 + 1 —

_ 2013+1)4 ) 2013+1)3 ) 2013+1)2 . 102013+1 _
(10%8F) " 4 4 (102 + 6+ (1070°F1) 7 4410 +1

_ (4 2014 4 4 2014\3 4 2014\2 42 4 2014 13 4 14
_(0)(10 )+(1)(10 ) 1+(2)(10 ) 1+(3)10 1+<4) 1

Tada su rjesenja jednadzbe z* = n, odnosno z* = (102 + 1)* brojevi

x1,2 = 4+ (102014 + 1) ’ x3’4 — 4+ (102014 + 1) i

Zadatak B-4.3. Neka je f,(z) = 2" + 2" zan € N, x € R. Za koje ¢e realne brojeve
x, beskonacan zbroj fi(z) + f2(z) + f3(z) + ... imati vrijednost u intervalu (0, 2]?

RjesSenje.

Dani je niz funkcija geometrijski niz, kojemu je prvi ¢lan a; = fi(z) = 22 + x, a kvocijent
q = z. Tada je beskonacan zbroj fi(x)+ fo(z)+ f3(x) + fa(x) +. .. geometrijski red. Ovaj
¢e geometrijski red konvergirati ako je |¢| < 1, odnosno ako je |x| < 1, z # 0. Tada je
njegov zbroj

aq 2+

f1($)+f2(56)+f3(9€)+f4(:c)+...:1_q T

Ako je x = 0, trazeni zbroj je 0 Sto ne ulazi u dani interval.
Treba odrediti sve x € R, x # 0 za koje vrijedi sustav nejednadzbi

2+

1—2z

0<

2
< -
-3

Rjesenja nejednadzbi su

2 2 1

xlj; < 3 za T € [—2,5} U (1, c0),
2

0<= T e e (—o0,—1)U (0, 1).
— T
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Presjek ovih rjesenja uz uvjet konvergencije da je |z| < 1 daje konaéno rjesenje
e(0 L
x = .
3

Zadatak B-4.4. Tri sukladne elipse s poluosima a i b (a > b) smjestene su tako da se
svake dvije dodiruju, a glavne osi im leze na stranicama jednog jednakostrani¢nog trokuta
(slika). Dvije koncentricne kruznice, veca polumjera R i manja polumjera r (R # r),
dodiruju sve tri elipse. Prikazite R i » pomocu a i b.

Rjesenge.

Neka se osi elipse ¢ podudaraju s koordinatnim osima, a srediste s ishodiStem.
Tada je njezina jednadzba %4 4+ % = 1, a jednadzba kruznice k; je 2° + (y — p)* = R

Ne

Ocito je pravac AS tangenta ehpse c. Njegov je koeficijent smjera k = tg30° = 32,

odsjecak na y-osi je [ = p
Stoga ima jednadzbu

a

V3

YT TR

Iz uvjeta dodira a®k? + b*> = [? pravca i elipse, dobivamo

2
3 2 4 3b°
(i) e (+)

3
2 2
rza/ﬂ—b.
3

Kruznica k; dira elipsu ¢ u tockama Dy i D ¢ije su ordinate jednake.
Iz sustava Sto ga ¢ine jednadzba kruznice k; i elipse ¢

g

Tada je r = p — b, odnosno

(y—p)? =R
w1

N

+
+

l\7|z~z i%
¥
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dobivamo

R--p &
a? b2

Odavde nakon sredivanja slijedi
(a® — bH)y? + 2b%py + V*(R* — p* — a*) = 0.
Ova jednadzba mora imati samo jedno rjesenje pa joj je diskriminanta jednaka nuli, tj.
(20*p)? — 4(a* — B)*(R* —p* —a®) =0

a2(p2 + a2 — 1)2)

2 _
= R =

- . .. . . . . 2
Uvrstavanjem (%) u ovaj izraz, nakon sredivanja dobivamo da je R = %
a2

Zadatak B-4.5. Kvadratna tablica n X n popunjena je prirodnim brojevima od 1 do n?,
pri ¢emu su u prvom redu zapisani po redu brojevi od 1 do n, u drugom redu od n + 1
do 2n, u treéem od 2n + 1 do 3n, itd. Iz ove se tablice izreze kvadrat m x m (m < n).

Dokazite da je dvostruki zbroj brojeva koji su u tom izrezanom kvadratu djeljiv s m?2.

Rjesenje.

Nasa tablica je ovog oblika:

1 2 3 4 n
n+1 n -+ 2 n-+ 3 n-+4 2n
2n + 1 2n + 2 2n + 3 2n + 4 3n

(n—l.)nJrl (n—l')n+2 (n—l‘)n+3 (n—l.)n+4 . (n=1n+n
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Izdvojimo jedan kvadrat m x m:

T r+1 T+ 2 T+ 3
n+x n+x+1 n+x+2 n+x+3
2n +x 2n+xz+1 2n+x+ 2 2n+x+3

(m—1n+z (m—1n+z+1 (m—1n+x+2 (m—1)n+x+3

Izracunajmo dvostruki zbroj brojeva koji se nalaze u ovoj tablici.
Zbroj u prvom retku je S; = mx + m(mT_l),
u drugom Sy = mx + mn + @,

u tre¢em Sz = mx + 2mn + @,

m(m—1)
B .

a u m-tom retku S; = ma +m(m — 1) +

Tada je

2(S) + Sy 4+ S5+ ... + Sp) = 2m*z +n(m — D)m? + m?*(m — 1) =

m?*(2x +mn —n+m—1) =m?*(2z + (m —1)(n + 1)).

Izraz u zagradi je prirodni broj pa je tvrdnja zadatka dokazana.
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