SKOLSKO/GRADSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
21. sijecnja 2016.

4. razred-rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nadin:
Kako je za 5 tanjura juhe potrebno 30 dag mrkve, onda je za 1 tanjur juhe potrebno 30 : 5 = 6 dag

mrkve. 2 BODA
S obzirom da kuharica Zeli pripremiti po 2 tanjura juhe za svaku od 60 osoba, ona treba skuhati juhe
za 2 - 60 = 120 tanjura. 2 BODA
Za 120 tanjura juhe potrebno joj je 120 - 6 = 720 dag mrkve. 2 BODA

UKUPNO 6 BODOVA

Drugi nacin:
S obzirom da kuharica Zeli pripremiti po 2 tanjura juhe za svaku od 60 osoba, ona treba skuhati juhe

za 2 - 60 = 120 tanjura. 2 BODA
Kako je za 5 tanjura juhe potrebno 30 dag mrkve i 120 : 5 = 24, 2 BODA
potrebno joj je 24 - 30 = 720 dag mrkve. 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

2. Trazeni brojevi su 33, 34, 43, 39, 93, 44, 49, 94, 99. 5 BODOVA
Tih brojeva ima 9. 1BOD
UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Za napisan 1 ili 2 broja bodovati s 1 bodom, za 3 ili 4 s 2 boda, za 5 ili 6 s 3 boda, za 7
ili 8 s4 boda, a za svih 9 s 5 bodova. Odgovor posebno bodovati.

3. Ovo je jedno moguce rjesenje.

1 2 3
4 6 5
7 8 9

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Bilo koje to¢no rjesenje bodovati sa 6 bodova. Ako se pojavljuje tocno 5 razlicitih
zbrojeva, bodovati s 4 boda. Ako se pojavljuju to¢no 4 razliCita zbroja, bodovati s 2 boda.

4. Prvi nadin:

Kada bi svih 50 bile kokosi, onda bi broj nogu bio 50 - 2 = 100. 2 BODA
S obzirom da je broj nogu za 140 — 100 = 40 veci i da je 40 : 2 = 20, 2 BODA
u domacinstvu ima 20 kunica. 1 BOD
Dakle, kokosi ima 50 — 20 = 30. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Drugi naéin:

Kada bi svih 50 bili kuni¢i, onda bi broj nogu bio 50 - 4 =200. 2 BODA
S obzirom da je broj nogu za 200 — 140 = 60 manji i da je 60 : 2 = 30, 2 BODA

u domacinstvu ima 30 kokosi. 1 BOD



Dakle, kuni¢a ima 50 — 30 = 20. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

. Prvi naéin:
Stranica trokuta srednje duljine je za 2 cm dulja od najkrace stranice trokuta i za 2 cm krac¢a od

najdulje stranice trokuta. 1 BOD
Kada bi najkracu stranicu produljili za 2 cm i najdulju stranicu skratili za 2 cm, dobili bi

jednakostrani¢an trokut istog opsega, 2 BODA
tj. duljina stranica jednakostrani¢nog trokuta bila bi 141 : 3 =47 cm. 1 BOD
Duljine stranica trazenog trokuta su 45 cm, 47 cm, 49 cm. 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Ako nema objasnjenja vezanog uz jednakostrani¢ni trokut, bodovati s najvise 4 boda.
Drugi nacin:
Neka je a duljina najkrace stranice.

Tada su duljine ostalih stranica a+2 i a+4. 1BOD
Vrijedi a+ a+2 + a+4 =141 1 BOD
paje3a+6=141 1BOD
odnosno a =45 cm. 1 BOD
Ostale stranice trokuta su duljine a+2 =47 cm 1 BOD
i a+4=49cm. 1BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Tre¢i nacin:
Neka je a duljina stranice trokuta koja nije niti najkraca, niti najdulja.

Tadasu a—2 i a + 2duljine preostalih stranica tog trokuta. 1BOD
Vrijedi a—2+a+a +2=141 1 BOD
odnosno 3a =141 1BOD
paje a=47cm. 1BOD
Najkraca stranica je a —2 =45 cm, 1 BOD
anajduljaje a +2=49cm. 1BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

. Prvi naéin:

Vrijedi abcde6-5=13abcde . 1BOD
MnoZenjem abcde6 -5 postupno ¢emo otkrivati znamenke a, b ,c, d, e. 1 BOD
5:-6=30pajee=0. 1 BOD
5:-0+3=3pajed=3. 1 BOD
5:-3+0=15pajec=5. 1BOD
5-5+1=26pajeb=6. 1BOD
5-6+2=32pajea=2. 1 BOD
5-2+3=13. 1BOD
1326530 : 5 = 265306 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi naéin:

Vrijedi abcde6-5=13abcde. 1BOD
Tada je (10-abcde + 6) -5 =1300000 + abcde 2 BODA
50 - abcde + 30 = 1300000 + abcde 1 BOD

49 - abcde =1299970 2 BODA

abcde = 26530 2 BODA

1326530 : 5 = 265306 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



7. Pravokutnici sa slike su ABCD, ABFE, AGHE, AKLE, BFLK, BFHG,GKLH,EIJD, EMND, EFCD,
IMNJ, IFCJ, MFCN. 9 BODOVA
Ima ih 13. 1BOD
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Ako nisu nabrojani svi pravokutnici, onda bodovati na sljede¢i nacin:

BROJ NABROJANIH PRAVOKUTNIKA | BROJBODOVA

12,11 8

10, 9 7

8 6

7 5

6 4

5 3

4,3 2

1,2 1




SKOLSKO/GRADSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
21. sije¢nja 2016.

5. razred-rjesenja
OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA

DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. 2025+720:(72-9-7)—(4-6-6)-5+1=

=2025+720:(72-63)-(24-6)-5+1 2 BODA
=2025+720:9-18-5+1 1 BOD
=2025+80-90+1 1 BOD
=2105-90+1 1 BOD
=2016 1 BOD

.................................................................................. UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Ako je u¢enik to¢no odredio samo vrijednost izraza 72 — 9 - 7, dodjeljuje mu se 2 boda.
Ako je uéenik to¢no odredio samo vrijednost izraza 4 - 6 — 6, dodjeljuje mu se 1 bod.

2. Budu¢i da jedan dan ima 24 satai da je 2000 =24 - 83 + 8§, 1BOD
zakljucujemo da je Ivanu bio rodendan prije 83 dana i 8 sati. 1 BOD
Prosinac ima 31 dan, a studeni 30 dana, $to je ukupno 61 dan. 1BOD
Od 31. listopada u 24 sata treba ,,oduzeti 22 dana i 8 sati. 1 BOD
Dakle, Ivan je roden 9. listopada u 16 sati. 1 BOD
Buduc¢i da je Ivan 2015. godine napunio 12 godina, zaklju¢ujemo da je Ivan roden 9. listopada 2003.
godine u 16 sati. 1BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Ako je ucenik (uz korektna objasnjenja) odredio to¢an datum (i godinu), ali ne i sat
Ivanova rodenja, rjesenje se boduje s 5 bodova.

3. Prvi nacin:
S obzirom da su 5, 7 i 13 prosti brojevi, onda su u parovima relativno prosti odnosno trazeni broj

mora biti djeljivs 5-7-13=455. 3 BODA
Budu¢i da je 2 016 000 =4 430 - 455+ 350, 1BOD
onda su trazeni brojevi 4 431-455=2 016 105 1 BOD
i 4432-455=2 016 560. 1BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: S 1 bodom boduje se zakljucak da trazeni broj mora biti djeljiv najmanjim zajednickim
viSekratnikom brojeva 5, 71 13 ¢ak i ako taj viSekratnik nije odreden ili nije to¢no odreden.
Neobrazlozeni zakljucak da trazeni broj mora biti djeljiv brojem 5-7-13 =455 (ako nije navedeno
obrazlozenje da je V(5, 7) =351 V(35, 13) =455, odnosno da je V(5, 7, 13) = 455 na temelju
¢injenice da su brojevi 5, 7 i 13 relativno prosti) donosi samo 1 bod.

Drugi nacin:

S obziromdasu 5, 7 i 13 prosti brojevi, onda su u parovima relativno prosti odnosno trazeni broj

mora biti djeljiv brojem 5-7-13=455. 3 BODA
Budu¢i da je 2 016 999 =4 432 - 455 +439, 1BOD
onda su trazeni brojevi 2 016 999 — 439 =2 016 560 1 BOD
i 2016 560 — 455 =2 016 105 . 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA



Napomena: S 1 bodom boduje se zakljucak da traZeni broj mora biti djeljiv najmanjim zajedni¢kim
viSekratnikom brojeva 5, 7 1 13 ¢ak i ako taj viSekratnik nije odreden ili nije to¢no odreden.
Neobrazlozeni zaklju¢ak da traZeni broj mora biti djeljiv brojem 5-7-13 = 455 (ako nije navedeno
obrazlozenje da je V(5, 7) = 351 V(35, 13) =455, odnosno da je V(5, 7, 13) = 455 na temelju
¢injenice da su brojevi 5, 7 i 13 relativno prosti) donosi samo 1 bod.

. Broj 36 260 rastavimo na umnoZzak prostih faktora:

36260=2-2-5-7-7-37. 2 BODA
Otac je najstariji pa zakljucujemo da bi on mogao imati 37 godina. 1 BOD
U tom slucaju majka bi imala 37 — 2 = 35 godina, a35=5-7. 1 BOD
Grupiranjem preostalih prostih faktora dobivamo

36 260=37-(5-7)-(2-2)-7=37-35-4-7 1BOD
i zakljucujemo da bi sin mogao imati 7, a kéi 7—3 =4 godine (a4 =2 - 2).
Otac ima 37 godina, majka 35, sin 7, a kéi 4 godine. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Od ucenika se oCekuje objasnjenje nacina grupiranja, tj. obrazlozenje zasto su faktori
grupirani bas na taj nacin. Tocan rezultat bez odgovarajuceg obrazlozenja boduje se s 4 boda.

. Prvi nacin:
Ukupna povrsina svih dasaka mora biti 10 000 cm?. 1 BOD
Ako Zeli policu s 4 reda, povrsina svake daske je 2 500 cm®.
Ako je duljina daske 125 cm, Sirina joj mora biti 2500 : 125 = 20 cm. 2 BODA
Ako Zeli policu s 5 redova, povrsina svake daske treba biti 2 000 cm?.
Sirina joj je tada 2000 : 125 = 16 cm. 2 BODA
Marko treba kupiti 4 daske Sirine 20 cm ili 5 dasaka Sirine 16 cm. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:
Ukupna povrsina svih dasaka mora biti 10 000 cm? 1 BOD
Ako je duljina daske 125 c¢m, $irina svih polica mora biti ukupno 10 000 : 125 =80cm. 2 BODA
Ako Zeli policu s 4 reda, Sirina daske mora biti 80 : 4 =20 cm. 1 BOD
Ako Zeli policu s 5 redova, Sirina daske mora biti 80 : 5 =16 cm. 1 BOD
Marko treba kupiti 4 daske Sirine 20 cm ili 5 dasaka Sirine 16 cm. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

. Prvi nacin:
Na plo¢icama na kojima je jedno polje prazno (0), na preostalim poljima mogu biti
0,1,2,3,4,5ili 6. Za njihovo oznaCavanje potrebnaje 1 + 2 +3+ 4 +5+ 6 =21 tockica. 1BOD
Na plo¢icama na kojima je na jednom polju 1, na preostalim poljima mogu biti 1, 2, 3, 4, 5ili 6.

Za njihovo oznacavanje potrebnoje 6-1+1+2+3 +4+5+6=27 tockica. 2 BODA
Na plo¢icama na kojima je na jednom polju 2, na preostalim poljima mogu biti 2, 3, 4, 5ili 6.

Za njihovo oznacavanje potrebnoje 5-2+2+3 +4+ 5+ 6 =30 tockica. 2 BODA
Na plo¢icama na kojima je na jednom polju 3, na preostalim poljima mogu biti 3, 4, 5 ili 6.

Za njihovo oznacavanje potrebno je 4 -3 +3 +4 + 5+ 6 = 30 tockica. 1 BOD
Na plo¢icama na kojima je na jednom polju 4, na preostalim poljima mogu biti 4, 5 ili 6.

Za njihovo oznacavanje potrebno je 3 -4 +4 + 5+ 6 =27 tockica. 1BOD
Na plo¢icama na kojima je na jednom polju 5, na preostalim poljima mogu biti 5 ili 6.

Za njihovo oznacavanje potrebno je 2 -5+ 5+ 6 =21 tockica. 1 BOD
Na plocici na kojoj je na jednom polju 6, na preostalom polju moze biti 6.

Za oznacavanje je potrebno 12 tockica. 1BOD

U kompletu domino ploc¢ica ima ukupno 21 + 27 + 30 + 30 + 27 + 21 + 12 = 168 toc¢kica. 1 BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Drugi nacin:
Komplet domino ploCica moze se prikazati na sljede¢i nacin.

0.0

0.1 1.1

0,2 1!2 2!2

0,3 1,3 2.3 3.3

0,6 1.6 2,6 ................................... 6'6

Plocica na kojima se nalazi barem jedno prazno polje ima 7, plo€ica na kojima se nalazi jedna
tockica (1) na jednom polju, a na drugom jedna ili vise tockica ima 6, ploCica na kojima se nalaze
dvije tockice (2) na jednom polju, a na drugom dvije ili viSe tockica ima 5, plocica na kojima se
nalaze tri tockice (3) na jednom polju, a na drugom tri ili vise tockica ima 4,..., plo€ica na kojima se

na oba polja nalazi Sest tockica (6) ima 1. 3 BODA
Ukupno ima 7+ 6 +5+4+3+2+ 1 =28 domino plo¢ica, odnosno 56 polja na kojima se nalazi
ravnomjerno rasporedenih 7 brojeva. Svaki broj pojavljuje se 56 : 7= 8 puta. 3 BODA

8-0+8-1+8-2+8-3+8:-4+8-5+8-6 =
=8-(1+2+3+4+5+6) =

=8-21=168 3 BODA
U kompletu domino ploc¢ica ukupan broj tockica je 168. 1 BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

/\AWO

moze se primijetiti da za prvi trokut Dijana mora uzeti 3 Sibice,

. Prvi nagin:
Promotrimo i sliku:

a za svaki sljedeci trokut u nizu treba dodati samo 2 nove §ibice. 2 BODA
Pomocu 99 §ibica Dijana je napravila pocetni trokut i jo§ (99 — 3) : 2 = 48 dodatnih trokuta, dakle
njih 49. 2 BODA

Promotrimo li nizove koji su sastavljeni od neparnog broja trokuta,

JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

uocavamo da je broj trokuta koji su ,,okrenuti prema gore* za 1 veéi od broja trokuta koji su
,,okrenuti prema dolje*.

Dakle, od ntrokuta njih (n+1):2 je,okrenuto prema gore®. 2 BODA
Udaljenost dviju najudaljenijih tocaka tada je ((n+1):2)-a, pri ¢emu je a duljina stranice trokuta.

2 BODA
U nizu od 49 trokuta, ,,prema gore okrenutih“ ima 25, a trazena udaljenost je 25 - 5= 125 cm.

2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Drugi na¢in:
Na temelju slike

zakljucujemo:
Broj
trokuta ! 2 3 4 ° X
Broj 3 5 7 9 11 2x+1
Sibica
tj. da je za izradu niza koji sadrzi x trokuta potrebno 2x + 1 Sibica. 2 BODA
Ako je Dijana upotrijebila 99 §ibica, slozilaje (99 —1): 2 = 49 trokuta u nizu. 2 BODA

Promotrimo nizove koji su sastavljeni od neparnog broja trokuta.

JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

Oznacimo li duljinu stranice trokuta s a, mozemo pisati:

Broj trokuta 1 3 5 7 . n
Razmak

najudaljenijih 1-a 2-a 3-a 4-a (n+1):2)-a
toCaka

Dakle, ako u nizu ima neparan broj trokuta, razmak najudaljenijih tocaka je

((broj trokuta + 1) : 2) - duljina stranice trokuta. 3 BODA
Za niz od 49 trokuta traZeni je razmak jednak ((49 + 1) : 2) - duljina stranice trokuta.

Ako je svaka Sibica duga a =5 cm, tada udaljenost dviju najudaljenijih to¢aka iznosi
(50:2)-5=25-5=125cm. 3 BODA
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Treci nacin:

Niz jednakostrani¢nih trokuta moze se podijeliti na dijelove koji se sastoje od 4 Sibice.

2 BODA

Budu¢i daje 99 =24 -4+ 3, od 99 Sibica mogu se sloziti 24 takva dijela i jos ostaju 3 Sibice od
kojih je moguce sloziti posljednji jednakostranicni trokut. 2 BODA

AVAVANNRVAVA
'\ /

najudaljenije tocke 4 BODA




Na slici su radi zornosti dijelovi odvojeni.
Udaljenost dviju najudaljenijih to¢aka je zbroj duljina 25 Sibica, tj. 25 -5 =125 cm. 2 BODA
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



SKOLSKO/GRADSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
21. sijecnja 2016.

6. razred-rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Na prvom je stajalistu iziSlo 30 putnika, a uslo 6 te ih je, nakon toga, bilo 48 u tramvaju. 2 BODA
Na drugom je stajalistu izislo 20 putnika, a uslo 8 pa ih je, nakon toga, bilo 36 u tramvaju. 2 BODA

Na trec¢em stajalistu izislo je 15 putnika, a uslo 10 te je voznju nastavio 31 putnik. 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

X

2. Postoje 3 mogucnosti:

VIl

|

2 BODA
b)

2 BODA
c)

2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Za svako napisano neto¢no premjestanje umanjiti broj bodova za 1, ali najvise do
0 bodova.

. Veliki kvadrat podijeljen na 4 manja jednaka kvadrata ima te kvadrate u 2 reda i 2 stupca te je broj

tocaka (2+1)-(2+1)=09. 2 BODA
Veliki kvadrat podijeljen na 9 manjih jednakih kvadrata ima te kvadrate u 3 reda i 3 stupca te je broj
tocaka (3+1)-(3+1)=16. 2 BODA
Tada veliki kvadrat podijeljen na 3600 manjih kvadrata ima te kvadrate u 60 redova i 60 stupaca pa
je broj to¢aka (60+1)-(60+1)=3721. 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Tocan odgovor bez obrazlozenja vrijedi 2 boda.

4, Prvi nadin:

D C

A B 1 BOD



Neka je P povrsina trokuta AECF .

Tocka F je poloviste duzine ED pa vrijedi |DF| = |FE| Sto znaci da je povrSina trokuta ADFC
jednaka povrsini trokuta AECF jer imaju osnovicu jednake duljine i zajednic¢ku visinu iz vrha C.
Dakle, povrsina trokuta ADEC jednaka je 2P. 1 BOD
Tocka E je poloviste duzine BD pa vrijedi |DE| = |EB| Sto znaci da je povr§ina trokuta AEBC
jednaka povrsini trokuta ADEC jer imaju osnovicu jednake duljine i zajednic¢ku visinu iz vrha C.
Dakle, povrsina trokuta AEBC jednaka je 2P pa je povrsina trokuta ACDB jednaka 4P. 1BOD
Kako je ABCD pravokutnik, vrijedi |AB|=|CD|, |£BAD|=|£DCB| i |AD|=|CB| pa prema

poucku S-K-S o sukladnosti slijedi AABD = ACDB . 1 BOD
Prema tome je povrsina trokuta AABD jednaka 4P, a povr$ina ¢etverokuta ABCD jednaka je 8P.
1 BOD

. P 1
Koli¢nik povrsine trokuta AECF i povrsine ¢etverokuta ABCD iznosi P = 3 =0.125. 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Rjesenje bez objasnjenja sukladnosti trokuta bodovati s najvise 5 bodova. Ako
nedostaju i druga potrebna objasnjenja, bodovati s najvise 3 boda.
Drugi nacin:

D C

A B 1 BOD

Tocka F je poloviste duzine ED pa vrijedi |DF| = |FE| Sto znaci da je povrSina trokuta ADFC
jednaka povrsini trokuta AECF jer imaju osnovicu jednake duljine i zajednic¢ku visinu iz vrha C.

Dakle, povrsina trokuta AECF jednaka je %povr§ine trokuta ADEC . 1BOD

Tocka E je poloviste duzine BD pa vrijedi |DE| = |EB| Sto znaci da je povrsina trokuta AEBC
jednaka povrsini trokuta ADEC jer imaju osnovicu jednake duljine i zajednic¢ku visinu iz vrha C.

Dakle, povrsina trokuta ADEC jednaka je % povrsine trokuta ACDB odnosno povrsina trokuta

AECF jednaka je % povriine trokuta ACDB. 1BOD

Kako je ABCD pravokutnik, vrijedi |AB|=|CD|, | <BAD| =|£DCB| i |AD|=|CB| pa prema
poucku S-K-S o sukladnosti slijedi AABD = ACDB . 1BOD

Prema tome je povrsina trokuta ACDB jednaka %povrﬁne cetverokuta ABCD odnosno povrs$ina

trokuta AECF jednaka je ; povrsine ¢etverokuta ABCD. 1BOD
1

Koli¢nik povrsine trokuta AECF i povrsine Cetverokuta ABCD iznosi 3 =0.125. 1 BOD

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Rjesenje bez objasnjenja sukladnosti trokuta bodovati s najvise 5 bodova. Ako
nedostaju i druga potrebna objasnjenja, bodovati s najvise 3 boda.



Treéi naéin:

D C
F
v
E
A 'B
1BOD
Oznacimo s d duljinu dijagonale BD pravokutnika ABCD.
Neka je v visina pravokutnog trokuta ABCD iz vrha C na hipotenuzu BD.
vrijedi |EF|=2|ED|=2-1|BD|=14. 180D
2 2 2 4
v je takoder i visina trokuta AECF.
1d v
EF|-v 427" dv
Dakle, P, _| 2| -4 =5 1BOD
Kako je ABCD pravokutnik, vrijedi |AB|=|CD|, |£BAD|=|£DCB| i |AD|=|CB| pa prema
poucku S-K-S o sukladnosti slijedi AABD = ACDB . 1BOD
BD|-v
Tada je Pyyep = 2P cpg = 2~u =dv. 1BOD

dv
. g 1
Koli¢nik povrsine trokuta AECF i povrsine ¢etverokuta ABCD iznosi (;3—\/ = 3 =0.125. 1BOD

............................................................................................. UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Rjesenje bez objasnjenja sukladnosti trokuta bodovati s najvise 5 bodova. Ako
nedostaju i druga potrebna objasnjenja, bodovati s najvise 3 boda.

U trokutu uz pravac a kut kojemu krakovi pripadaju pravcu a i presjeénici je sukladan kutu 3 jer su

to Siljasti kutovi s usporednim kracima. 2 BODA
Dalje se u tom trokutu izrauna veli¢ina tre¢eg kuta o:

0 =180°—(43°+65°) =180°-108° =72°. 2 BODA
Kut v je sukut tog kuta 6 pa vrijedi y= 180°—72°=108°. 2 BODA

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Tocan odgovor bez obrazlozenja vrijedi 3 boda.



6. Prvi nacin:

Ako prosirimo razlomke tako da im brojnici budu 8, onda vrijedi % < 81 < % . 2 BODA
p

Dalje slijedi 19 < 8p < 46. 2 BODA

To znacidaje 8p e{ 24,32,40 } 2 BODA

odnosno pe{3,4,5} 2 BODA

S obzirom da je p prost broj, ondaje pe{3,5}. 2 BODA

......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nacin:

iz 24 1L lijedi p< 2. 2 BODA
23 p 4

iz L8 iijedi P <p. 2 BODA
p 19 8

Dakle, % <p <¥ 2 BODA

odnosno pe{3,4,5} 2 BODA

S obzirom da je p prost broj, ondaje pe{3,5}. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

7. Neka su m i n trazeni prirodni brojevi te m <n.

Tadaje m-n=68040 i V(m,n) = 3780. 1BOD
Kako vrijedi m - n=D(m,n) - V(m,n), slijedi D(m,n) = 68040 : 3780 = 18. 2 BODA
Uzimajuéiu obzirdaje 18=2-3-3 1 BOD
i3780=2-2-3-3-3-5-7, 2 BODA

postoje sljede¢e mogucnosti:

m n
2-3-3 2-3-32-3-5-7
2-3-3-2 2-3-3-3-5-7
2-3-3-3 2-3-3-2-5-7
2-3-3-5 2-3-3-2-3-7
2-3-3-7 2-3-3-2-3-5
2-3-3-2-312-3-3-5-7
2-3-3-2-5|2-3-3-3-7
2-3-3-2-712-3-3-3-5

2 BODA

Trazeni brojevi su
m n

18 | 3780
36 | 1890
54 | 1260
90 | 756
126 | 540
108 | 630
180 | 378
252 | 270

2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Napomena: Ako nisu nabrojane sve mogucnosti, onda bodovati na sljede¢i nacin:

BROJ NAPISANIH MOGUCNOSTI | BROJ BODOVA
7,6 8

54 6

3,2 4

1 2




SKOLSKO/GRADSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
21. sije¢nja 2016.

7. razred-rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi naéin:
E: 0.4—2—1x =1.25: 3.8—23-x+1
8 2 4 2

>, 3.8—21-x+l =1.25- O.4—2—lx 1 BOD
8 4 2 2
E. Q—E-HE :E. E_z_lx 1
8\5 14 2) 41\5 2
BOD
§—£x+i:£—§—§x/-32 1 BOD
8 32 16 2 2 8
76 —45x +10=16 -80—-20x 1 BOD
—45x+20x=16-80-76-10
—25x = -150/: (-25) 1 BOD
X=6 1 BOD
........................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:
§: 0.4—2—1x =1.25: 3.8—2£-x+1
8 2 4 2
0.625:(0.4—-2-0.5x) =1.25:(3.8—-2.25-x+0.5)
0.625-(3.8—2.25-x+0.5) =1.25-(0.4 -2 -0.5x%) 1 BOD
2.375-1.40625x + 0.3125=0.5-2.5-0.625 x 1 BOD
2.6875 —1.40625x = -2 — 0.625x 1 BOD
—1.40625x + 0.625x = -2 —2.6875 1 BOD
—0.78125x = —4.6875 1 BOD
X=6 1 BOD

........................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

2. Prvi naéin:
Neka je k oznaka za karamelu, p oznaka za ¢okoladnu puslicu i g 0znaka za gumeni bombon.

Zadatak je moguce rijesiti ispisivanjem Sestero¢lanih skupova oblika {k, p,g,—,—,— }.

Na mjesta na kojima nedostaju ¢lanovi treba smjestiti sljede¢e podskupove:

{kkk} {p,p.p}{9.9.9} 1BOD
{kk,p}{kkg} 1BOD
{p.pk}{p.pg} 1BOD
19,9k}, {g9.9,p} 1BOD
{k.p.g} 1BOD

Moze se sloziti 10 razliditih vre¢ica s bombonima. 1 BOD



............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Ukoliko se nabrajaju Sestorke (bez obzira na poredak ¢lanova) bodovati treba kao §to
je predlozeno. Za tri Sestorke 1 bod, za pet Sestorki 2 boda, za sedam Sestorki 3 boda, za devet
Sestorki 4 boda, za 10 Sestorki 5 bodova. To¢an odgovor nosi 1 bod. Za rjesenja koja su ponovljena
oduzimaju se bodovi, pri ¢emu se za svaka 2 ponovljena oduzima 1 bod i to do najvise 0 bodova.

Drugi nacin:

Neka je k oznaka za karamelu, p oznaka za ¢okoladnu puslicu i g 0znaka za gumeni bombon.

TraZeni broj razli¢itih vreéica jednak je broju uredenih trojki (K, p, g) takvih daje k+p +g==6.

1BOD
Postoje tri skupa brojeva koji zadovoljavaju uvjete {2,2,2}, {1,2,3}i{1,1,4}. 1 BOD
Uredene trojke, koje se mogu sloziti od ¢lanova navedenih skupova, su
(2, 2,2) — 2 karamele, 2 puslice, 2 gumena bombona, 1BOD
(4,1,1),(1,4,1),(1,1,4) 1BOD
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) 1BOD
Moze se sloziti 10 razlicitih vrecica s bombonima. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Za rjeSenja koja su ponovljena oduzimaju se bodovi, pri ¢emu se za svaka 2 ponovljena
oduzima 1 bod i to do najvise 0 bodova.
Treéi nacin:

Rjesenja ispisujemo u tablicu:

N
N
N
()
w
w
N

Broj karamela 1 1 1
Broj puslica 1 2 3 4 1 2 3
Broj gumenih bombona 4 3 2 1 3 2 1 2 1 1
Svake dvije toc¢ne ,.kombinacije* donose po 1 bod.
Moze se sloziti 10 razlicitih vre¢ica s bombonima. 1BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Za rjeSenja koja su ponovljena oduzimaju se bodovi, pri ¢emu se za svaka 2 ponovljena
oduzima 1 bod i to do najvise 0 bodova.

[ER
N
o

3. Prvi naéin:

Budu¢i da je aritmeticka sredina brojeva X, y, z, p i g jednaka a, vrijedi Xry+z+prd_4
0dnosno x+y+z+ p+q=>5a. 1BOD
Aritmetic¢ka sredina zadanih brojeva je

X+ 2y—3+y+22—1+z+52p+p+2q+1+q+2x+3: 1 BOD
:3x+3y+352+3p+3q: 1 BOD
:3(x+y+z+p+q): 1 BOD

5
=3'55&:3& 2 BODA

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:
X+Yy+Z+p+Q

Avritmeticka sredina brojeva X, Y, z, p i g jednaka je a pa vrijedi =a. 1BOD
Aritmeticka sredina zadanih brojeva je

X+ 2y—3+y+22—1+z+52p+p+2q+1+q+2x+3: 1 BOD
:3x+3y+3z+3p+3q: 1 BOD

5



_3(x+y+z+p+0q) _
: =

=3 XHYHZIHPHA 5 5_3a 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

1BOD

4. Prvi nacin:
Neka je p ukupan broj plavih kuglica u kutiji, ¢ ukupan broj crvenih kuglica prije dodavanja, a C
ukupan broj crvenih kuglica nakon dodavanja potrebnog broja crvenih kuglica.
Zbog odnosa broja plavih i crvenih kuglica u kutiji prije dodavanja crvenih kuglica vrijedi da je

3

p:c=3:7odnosno p=7c. 1BOD
Zbog odnosa broja plavih i crvenih kuglica nakon dodavanja odredenog broja crvenih kuglica
vrijedidajep: C=5:14 odnosnop = %C . 1BOD

o oo .3 b _6
Dalje slijedidaje —¢c = —C — C= —c. 2 BODA

7 14 5
o 6 120 _— . L y .

Budu¢i da je C = gc = mc =120% c, novi broj crvenih kuglica iznosi 120 % pocetnog broja
crvenih kuglica. 1BOD
Broj crvenih kuglica potrebno je povecati za 20%. 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:

Neka je p ukupan broj plavih kuglica u kutiji, ¢ ukupan broj crvenih kuglica prije dodavanja, a

x broj dodanih crvenih kuglica.

Zbog odnosa broja plavih i crvenih kuglica na pocetku vrijedi daje p:c=3:7odnosno p = gc .

1BOD
Zbog odnosa broja plavih i crvenih kuglica nakon dodavanja odredenog broja crvenih kuglica

vrijedidaje p:(c+x)=5:14 odnosno p = %(c+ X) . 1BOD
Dalje slijedi da je ~c = (c+ x)
77 14
Ec:icﬁtix/ 14
7 14 14
6Cc =5C +5x
1 2 BODA
X==c
5
Budu¢i da je x = ECZECZZO%C, 1 BOD
5 100
broj crvenih kuglica potrebno je povecati za 20%. 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Treéi nacin:

Neka je p ukupan broj plavih kuglica u kutiji, ¢ ukupan broj crvenih kuglica prije dodavanja, a x

broj dodanih crvenih kuglica.

Zhog odnosa broja plavih i crvenih kuglica na pocetku vrijedi da je p: ¢ =3:7 odnosno postoji

racionalan broj m takav daje p=3mic=7m. 1 BOD

Zbog odnosa broja plavih i crvenih kuglica nakon dodavanja odredenog broja crvenih kuglica

vrijedi da je p: (c+x)=5:14 odnosno postoji racionalan broj n takavdajep=5nic+x= 14n.
1 BOD



Dalje slijedi da je 3m = 5n odnosno m :gn . 1BOD

Vrijedi c:7-m:7-§n:§n paje ﬂ:“_”zﬁ, 2 BODA
3 3 c 355
3

Dakle, x =lc = Ec =20%cC.
5 100

Broj crvenih kuglica potrebno je povecati za 20%. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

. Prvi naéin:
Soos=(1-2)+(3-4)+...+(2013 -2014) + 2015= (2014 : 2) - (— 1) + 2015 = - 1007 + 2015 =

=1008 3 BODA
Spo1s= (L—2) + (3—4) + ... + (2015 — 2016) = (2016 : 2) - (— 1) = — 1008 2 BODA
82015 + 82015 =1008 + (* 1008) =0 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:
Soo15 + S016=

(1-2)+(3-4)+...+ (2013 —2014) + 2015 + (1 —2) + (3—4) + ... + (2015 — 2016) =

= —1-1007 +2015 +(—1) - 1008 = 3 BODA
= — 1007 + 2015 — 1008 = 1 BOD
= — 2015 + 2015 = 1 BOD
=0 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Treci naéin:
Swis=(1+3+5+...+2013+2015)—-(2+4+6+...+2012+2014) =

_ (1+2015)-1008 (2+2014)-1007
2 2

Saors=(1+3+5+ ... +2013+2015)— (2+4+6+...+2014+2016) =

=1008-1008 —1008-1007 =1008 3 BODA

_ (1+2015)-1008 (2+2016)-1007

5 =1008-1008 —1009-1008 = -1008 2 BODA
82015 + 82016 =1008 - 1008 =0 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

. Prvi nacin:
Ako se broj sli¢ica koje ima Darko oznaci s x, onda Branko ima gx slicica. 1BOD

Kad bi Branko dao 150 sli¢ica Darku, onda bi Darko imao x + 150 sli¢ica, a Branku bi ostalo

g X —150 slidica. 2 BODA

Darko bi tada imao 3 puta viSe od Branka pa vrijedi jednadzba 3- (g X —150] =x+150. 1 BOD



gx—450:x+150

4

= X =600 2 BODA
x=750

Darko ima 750 sli¢ica, a Branko %750 =450. 1 BOD
Antun ima 80% vise od Branka pa vrijedi 1.8 - 450 = 810. 2 BODA
Zajedno imaju 750 + 450 + 810 = 2010 slicica. 1 BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nadin:

Kada bi Branko dao Darku 150 sli¢ica, onda bi Darko imao tri puta viSe sli¢ica od Branka.

Ako bi Branko tada imao x, onda bi Darko tada imao 3x. 1 BOD
Ako Darko vrati Branku 150 sli¢ica, onda Branko ima x + 150, a Darko 3x — 150. Vrijedi
jednadzba g-(Sx —150) = x +150 2 BODA

gx—QO:x+150

gx =240 2 BODA
x =300
Branko ima x + 150 =300 + 150 =450. 1 BOD
Darko ima 3x—150=3 - 300 —-150 = 750. 1 BOD
Antun ima 80% viSe od Branka pa vrijedi 1.8 - 450 = 810. 2 BODA
Zajedno imaju 750 + 450 + 810 = 2010 sli¢ica. 1BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
. Prvi nagin:
E
D C
A B

1 BOD
Neka je |AB|=|CD|=a, |BC|=|AD|=b ineka je v, duljina visine na osnovicu trokuta DCE.
Duljina polumjera kruznice opisane pravokutniku je r =20:2=10cm. 1BOD
Trokut DCE je jednakokragan s osnovicom DC pa vrijedi [SE|=r1 =v, +g . 1 BOD
.. b b
Dalje je E+val =10 odnosno v, :10—5. 1BOD

1z jednakosti povrsina pravokutnika ABCD i trokuta DCE slijedi
abzlava: bzlva:va=2b. 2 BODA
2 2



b

Vrijedi jednadzba 2b :10—5/ -2 1 BOD
4h=20-b
5b =20 2 BODA
b=4

Dakle, |AD| =4 cm. 1 BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Pogodeno (izmjereno) rjesenje bez postupka vrijedi 2 boda.

Drugi nacin:
E
D C
A B
1 BOD
Neka je |AB|=|CD|=a, |BC|=|AD|=b ineka je v, duljina visine na osnovicu trokuta DCE.
Duljina polumjera kruZnice opisane pravokutniku je r=20:2=10cm. 1BOD
Trokut DCE je jednakokragan s osnovicom DC pa vrijedi [SE|=r =v, +g : 1BOD
.. b b
Dalje je E+va =10 odnosno v, :10—5. 1BOD
1z jednakosti povrsina pravokutnika ABCD i trokuta DCE slijedi
ab:lava = ab:la- 10—E 2 BODA
2 2 2
ab=5a- aTb 1BOD
5
—ab=5a 1BOD
4
%b:l =b=4cm 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Pogodeno (izmjereno) rjeSenje bez postupka vrijedi 2 boda.



SKOLSKO/GRADSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
21. sije¢nja 2016.

8. razred-rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvinadin:
(X + 102015)2 _ (X _ 102015)2 — 102016

(X +10%" + x —10%")(x +10*" — x +10%"°) =10°"*° 2 BODA
(2x)(2-10%°) =10°° 1 BOD
4x-10%" =10 1BOD
4x =10 1 BOD
X = % 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:

(X + 102015)2 _ (X _ 102015)2 — 102016

Kvadriranjem zbroja i razlike dobivamo:

X2 +2X-10%%%° +10%% — (x? — 2x -10%%%° +10%°%) =102%° 2 BODA
X2 +2X-10%°%° +10%% — x? + 2x-10%%° —10%%° =102 1BOD
4x-10%°" =107 1 BOD
4x =10 1 BOD
X = % 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

2. Prvinacin:
a’h® a’®® a°® c¢* a’c

FER o a3b5: b? 1 BOD
Iz omjera (ab): (ac): (bc) =5:3:1 dobijemo

(ac): (bc)=3:1, (ab):(ac)=5:3 1BOD
odnosno

E=§, E=§; 1 BOD
bc 1 b 1

ab_5 b_5 c¢_3 1 BOD
ac 3 ¢ 3 b 5

: . .a.c .

Uvrstimo vrijednosti E i B u pocetni izraz

a_%_i.g_(ejz.g_g.§_9.§_£

b° b>b (b) b \1) 5 15 5°

. . 27 2 .
Vrijednost zadanog |zraza1e? ili SE li 54. 2 BODA

..................................................................................... ... UKUPNO 6 BODOVA



Drugi nacin:
a’h® a’®® a°® c¢* a’c

FER R = b? 1BOD
Iz omjera (ab): (ac): (bc) =5:3:1 dobijemo

(ac):(bc)=3:1 (ab):(ac)=5:3 1BOD
ac_3 ab_5

bc 1 ac 3

a_s b_5

b 1 c 3

a:b=3:1 b:c=5:3 1BOD
Omjer a:b=3:1 prosirimo brojem 5 pa vrijedi a:b=15:5.

1z dva jednostavna omjera dobijemo pro§ireni omjer
a:b=15:5ib:c=5:3 = a:b:c=15:5:3. 1BOD
Slijedi da je a =15k, b =5k, ¢ =3k . Uvrstimo a, b i ¢ u zadani izraz

52 35 2 2 3
aE):aCE) :%:(Bk) 3k:15153k:2_7. 2 BODA

c (5k)° 5.5.5.k* 5
.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA
Treéi nacin:

52 3115 52 4 2
ab:ab:ab.c :ac. 1 BOD

¢t ¢ a’h® bl
Iz omjera (ab): (ac): (bc) =5:3:1 dobijemo
(ac):(bc)=3:1 (ab):(ac)=5:3 1BOD
ac_3 ab_5
bc 1 ac 3
a_s3 b_5
b 1 c 3
a=3b Cc= % 2 BODA
Uvrstimo a i ¢ uzadani izraz

, 3b
a%h? a’h’ B a_zc ) (3b) e ob?.3b 27 ) BODA

¢ ¢t b® b? 5h* 5"

.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

Napomena 1: Zadatak se moze rijesiti i tako da se b i ¢ izraze preko a ili tako da se a i b izraze
preko c. U oba slucaja rjeSenje treba vrednovati u skladu s predlozenim na¢inom vrednovanja.
Napomena 2: Zadatak se moze rijesiti uvrStavanjem u pocetni izraz, bez prethodnog
pojednostavljivanja (1. korak!), i u tom slucaju tocan rezultat treba vrednovati sa 6 bodova.



3. Oznadimo automobile s A i B.
Skica: 1 BOD

smjer kretanja
automobila A brzinom
Sdkm h

A

smjer kretanja
automobila B
brzinom x

Iz uvjeta zadatka uo¢avamo da se kretanje automobila moze skicirati pravokutnim trokutom.
1 BOD

30 km
18 km

X

Ako se automobil A krece brzinom od 54 km/ h, nakon 20 minuta prevalit ¢e udaljenost od 18
kilometara. 1BOD
Za to ¢e vrijeme automobil B prevaliti put od 24 km jer je prema Pitagorinom poucku

X =+/302 —18% = /576 = 24. 2 BODA

Ako u dvadeset minuta automobil prevali put od 24 km, za jedan sat prevalit ¢e trostruko dulji put,
tj. 72 km. Dakle, njegova brzina iznosi 72 km/ h. 1BOD
.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

. . 11 . . : .. C
4. Decimalni zapis razlomka 21 je 0.523809, a zbroj svih Sest znamenaka u periodu je 27.

2 BODA
Kako je 2016 =27 - 74 + 18, potrebno je zbrojiti 74 skupine po 6 navedenih znamenaka i jo§ Cetiri
(5+2+3+8) koje daju 18. 2 BODA
Ukupan broj decimala koje treba zbrojiti je 74 - 6 + 4 = 448. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA



5. Prvi naéin:
Skica: 1 BOD

Kutovi XADE i xXCBA su sukladni i kutovi XEAD i £BAC su sukladni (zajednic¢ki) pa

prema poucku K-K o sli¢nosti slijedi da su trokuti ADE i ABC sli¢ni. 1 BOD
Ako su trokuti sli¢ni, duljine odgovarajucih stranica su im u istom omjeru
|AE|:|AD|=|AC|:|AB|=2:1 pa vrijedi 1 BOD
|AE|=2|AD]. 1BOD
Iz uvjeta odnosa duljina stranica |AD| i |AE| slijedi
|AE|=|AD| +6
2|AD|=|AD|+6 1BOD
|AD|=6mm, |AE|=12mm 1BOD
.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA
Drugi nacin:
Skica: 1 BOD
C
D
B
4 E
Kutovi XADE i £CBA su sukladni i kutovi XEAD i £BAC su sukladni (zajednic¢ki) pa
prema poucku K-K o sli¢nosti slijedi da su trokuti ADE i ABC sli¢ni. 1BOD
|z uvjeta zadatka je |AE|=|AD|+6.
Oznacimo AD| S X.
Tada iz sli¢nosti trokuta ADE i ABC slijedi |AC| : |AE| = |AB| : |AD| odnosno
60 : (x+6) =30: x. 1 BOD
Rjesavanjem razmjera dobijemo
60x = 30x + 180 1 BOD
30x =180
X =6 mm. 1 BOD
Dakle, |AD|=6mm, |AE|=12mm. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA



6. Prvinadin:
Skica: 1 BOD

D C

d, I
16-x

2 ,
12 cmt G

E 20 cm
d-

Dijagonala BD dijeli duzinu EF na dva dijela. Ozna¢imo ih s x i 16 —x .

Pravokutni trokuti DEG i BFG su sli¢ni jer se podudaraju u dva kuta (oba imaju pravi kut, a kutovi
XEGD i XFGB su jednaki jer su vrini kutovi). 2 BODA
Zato vrijedi 12:x=20:(16—X) =>32x=192 = x=6cm. 2 BODA

Prema Pitagorinom poucku je

d, =122 +6% =645 1 BOD
i d, =102 +20% =105 1BOD

pa je dijagonala kvadrata d =d, +d, =16+/5, 1 BOD
a stranica kvadrata a = # = 8J1_0 cm. 1BOD
Povriina kvadrata je P =a? =640 cm?. 1 BOD

......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nacin:
Produljimo duzinu DE , a kroz tocku B nacrtajmo paralelu s duzinom EF tako da se sijeku u

to¢ki G, kao na slici.
Skica: 1 BOD

D




Cetverokut EGBF je pravokutnik jer su mu kutovi u vrhovima E i F pravi i jer je EF ||GB.

(Trapez kojem su dva kuta uz istu osnovicu praval) 1BOD
Zato je |[EG|=|FB|=20cm, a |GB|=|EF|=16 cm. 2 BODA
Trokut DGB je pravokutan jer je kut u vrhu G pravi. 1BOD

Kako je |DG|=|DE|+|EG|=12+20=32 cm, 1BOD

prema Pitagorinom poucku slijedi

d = |DG[* +|GB|* = /32? +16? = /1024 +256 =~/1280 =161/5 cm. 2 BODA
d _dv2

Kako je d =av/2 , slijedi a=—=Tzz8J1_0cm 1BOD

N

odnosno P =a? =640 cm?. 1 BOD
......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Prvi nacin:

Skica: 1BOD
Neka je toc¢ka S srediste upisanog kruga. Dakle, to¢ka S je sjeciste simetrala kutova.
|£BAC|=60°, apravac AS je simetrala kuta X<BAC pa je |£EAS|=30°. 1BOD
Totka E je diraliste, SE 1 AB = |AES|=90°.

Totka F je diraliste, GF | AB = |<AFG|=90°. 1 BOD
Trokuti AAFG i AAES su pravokutni s kutovima 30° i 60° =>duljina hipotenuze dvostruko
je dulja od duljine krace katete: |AG| = 2JGF|, |AS|=2|SE]| 1BOD
Oznacimo s R polumjer veceg kruga, a s r polumjer manjeg kruga.

R =|SE| =|SD|, a kako je |AS| = 2|SE|, slijedi da je |AD|=R. 1BOD
r =|GD| =|GF| = |GH]|, a kako je |AG| = 2GF|, slijedi da je [AH|=r . 1BOD
R =|AD|=|AH|+|HG|+|GD|=r+r +r=3r 1BOD
Povrsina veéeg kruga: R, = Rz = (3r)’z =9r°r. 1BOD

Povrsina manjeg kruga: R, = réz. 1 BOD



R, _9r27z_§_

[zrac¢unamo trazeni odnos = 3:1.

3P, 3riz 1
Odnos povrsine kruga k i zbroja povrsina tri upisana kruga iznosi 3:1. 1BOD
........................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nacin:
Skica: 1BOD

A E F B
Neka je a duljina stranice jednakostrani¢nog trokuta ABC.
Visina AG pripada simetrali kuta XBAC, R je duljina polumjera trokutu ABC upisane kruznice
3

i iznosi tre¢inu duljine visine AG paje R = &

Duzina AS je polumjer trokutu ABC opisane kruznice i njena duljina iznosi dvije tre¢ine duljine

visine AG paje | AS| :ié@, 1 BOD

Trokuti AED i AFS su pravokutni trokuti sa sukladnim $iljastim kutovima (30° i 60°) pa su prema

poucku K-K o sli¢nosti sli¢ni. 1 BOD

o N /-t I . o o
ato za njihove duljine stranica vrijedi |AD| =T tj. YIT - T odakle se sredivanjem

dobije r = x. 2 BODA

Visina AG ima duljinu %E ivrijedi x +2r+2R = %E, anadalje r = il\é@ . 2 BODA

2

PovrSina triju upisanih krugova koji dodiruju veliki krug je P, =3: rer=3- (%85) T = az—g,

a povrsina velikog kruga je P = R27r = (163]272- = %2—2” . 2 BODA

Omjer povrsina velikog kruga i zbroja povr$ina triju malih krugova je 3 : 1. 1 BOD

........................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA



Treéi nadin:
Skica: 1 BOD

A D B

Polumjer kruznice upisane jednakostrani¢cnom trokutu ABC ozna¢imo s I.

Kako se srediste upisane kruznice u jednakostrani¢nom trokutu podudara s njegovim tezistem, a
visina s teziSnicom i kako teziste dijeli teZiSnicu u omjeru 2:1 od vrha prema polovistu nasuprotne

1 . s
stranice, slijedi da je polumjer upisane kruznice jednak I = §V , gdje je v duljina visine

jednakostrani¢nog trokuta ABC. 2 BODA
Preostale tri kruznice (K, K,,K,) su sukladne, pa je dovoljno promatrati samo jednu (k).

Neka je E sjeciste visine CD i kruznice k koje nije na stranici AB.

Tada je |CE|=|ES|=|SD|=r. 1 BOD
Nacrtajmo paralelu s pravcem AB kroz to¢ku E. Ona sijece stranice AC i BC utotkama M i N.
Trokut MNC je takoder jednakostranican, jer su mu svi kutovi jednaki 60°. 1 BOD
Duljina visine trokuta MNC jednaka je Vv, =|CE|=r. 1BOD
Kruznica K; je upisana kruznica jednakostrani¢nom trokutu MNC pa za njen polumjer T, vrijedi
1 1
n=—=Vv,=—=r. 2 BODA
3 3
Zato je omjer povrsine velikog kruga i zbroja povrS$ina tri mala kruga jednak
2 2 2
r r r 1
7 - = =2=31. 2 BODA
SN N
. 3 5 3
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