ZUPANIJISKO NATJECANIJE IZ MATEMATIKE
23. veljace 2016.

5. razred-rjesenja
OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA

DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nacin:
Cijena jedne krizanteme je 9 kn, a ruze 10 kn. 1 BOD
Ako je x broj krizantema prodanih prosle godine,
onda je 2x broj tulipana, a 3x broj ruza prodanih prosle godine. 1 BOD

Za zaradu od prodanog cvijeca redom vrijedi

X-9+2x-8+3x-10=275 000 1 BOD
9x+16x +30x =275 000 1 BOD
55x =275 000 1 BOD
X =275 000:55=5000 1 BOD
Prosle je godine prodano 5 000 krizantema, 10 000 tulipana i 15 000 ruza. 3 BODA
Dakle, ukupno je prodano 30 000 cvjetova. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi naéin:

Cijena jedne krizanteme je 9 kn, a ruze 10 kn. 1 BOD
Ako je x broj krizantema prodanih prosle godine, tada je 2x broj tulipana,

a 3x broj ruza prodanih prosle godine. 1 BOD

Neka je zarada od krizantema oznacena sa , od tulipana ,aodruza

X 2x 3x
Ukupna zarada od svega cvijeca (u iznosu od 275 000 kn) sastoji se od
9+ 16 + 30 =55 jednakih dijelova.
Vrijednost svakoga od tih dijelova je 275 000 : 55 = 5000 kn. 2 BODA

Od krizantema je zaradeno 5000 - 9 = 45 000 kn, a budu¢i da je cijena jedne krizanteme bila 9 kn,



prodano je ukupno 45 000 : 9 =5 000 krizantema. 1BOD
Od tulipana je zaradeno 5000 - 16 = 80 000 kn, a buduc¢i da je cijena jednog tulipana bila 8 kn,
prodano je ukupno 80 000 : 8 = 10 000 tulipana. 2 BODA
Od ruza je zaradeno 5000 - 30 = 150 000 kn, a budu¢i da je cijena jedne ruze bila 10 kn,

prodano je ukupno 150 000 : 10 = 15 000 ruza. 2 BODA
Ukupno je prodano 5 000 + 10 000 + 15 000 = 30 000 cvjetova. 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Rastavom broja 3915 na proste faktore dobiva se:
3915=3-3-3-5-29. 2 BODA

Kako se pomocu faktora rastava ne moze dobiti niti 30, niti 31, posljednji dan u mjesecu bio je 29.,

1BOD
a jedino prijestupna velja¢a ima 29 dana pa je povratak u 3. mjesecu. 1BOD
Preostali brojevi iz rastava (3, 3 i 5) daju 3 rjeSenja:
1) 9danazimovanja i petoro djece
Povratak je 8. 3. 2 BODA
2.) 5dana zimovanja i devetoro djece
Povratak je 4. 3. 2 BODA

3.) 15 dana zimovanjai troje djece
Povratak je 14. 3. 2 BODA
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Umnozak brojeva 61x i 37yl djeljiv je brojem 15 ako vrijedi jedna od moguénosti:
a) barem jedan broj je djeljiv i brojem 3 i brojem 5 ili
b) jedan broj je djeljiv brojem 3, a drugi brojem 5. 2 BODA
Buduc¢i da broj 37yl ima zadnju znamenku 1 (znamenku jedinice), taj broj ne moze biti djeljiv
brojem 5 (znamenka jedinica mora biti 0 ili 5).
To ima za posljedicu da broj 61x mora biti djeljiv brojem 5, tj. mora biti ili x=0 ili x=5.
2 BODA

Ako je x=5, onda je prvi broj jednak 615, a on je djeljiv i brojem 5 i brojem 3 ( zbroj znamenaka



je 12). Dakle, djeljiv je brojem 15 pa ¢e i umnozak broja 615 s bilo kojim brojem biti djeljiv s 15.
Zato znamenka y u broju 37yl moZe biti bilo koja od znamenaka 0, 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8ili 9.
3 BODA

Drugi broj moze biti: 3701, 3711, 3721, 3731, 3741, 3751, 3761, 3771, 3781, 3791. 1BOD

Ako je x=0 , onda je prvi broj jednak 610, a on nije djeljiv brojem 3 jer mu je zbroj znamenaka 7.
Zato broj 37yl mora biti djeljiv brojem 3, tj. y moze biti 1, 4 ili 7, odnosno drugi broj je u tom
sluc¢aju 3711, 3741 ili 3771. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

4. Prvi nacin:
Povezemo li svaku razinu s brojem malih trokuti¢a na njoj, uo¢avamo da vrijedi:

1. razina -1 trokuti¢

2. razina— 3 trokuti¢a
3. razina -5 trokuti¢a
4,

razina — 7 trokutica ... 1BOD
Zakljucujemo da ¢e na 5. razini biti 9, na 6. razini 11 trokutica, itd... 1 BOD
tj. da ¢e na n-toj razini biti 2n — 1 trokutic. 1 BOD
Na posljednjoj, stotoj razini, bit ¢e 2 - 100 — 1 = 199 trokutica. 2 BODA
Ukupan broj trokuti¢a dobije se zbrajanjem 1+3+5+7+ ... +199. 1 BOD

Primjenjuju¢i Gaussovu dosjetku dobijemo
1+3+5+...+197+199 = (1+199) - (100: 2) =200-50 =10000 . 3 BODA

Trokut sastavljen od 100 razina sadrzi 10 000 trokutica. 1 BOD
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Racunanje zbroja 1 +3+5+ 7+ ... + 195 + 197 + 199 moguce je na vise nacina.

Taj zbroj se moze izracunati i ovako
1+3+5+7+...+195+197+199=

=(1+199)+@B+197)+(5+195)+...+(99+ 101) = 1 BOD
=200+ 200+ 200+ ... +200 = (ima 50 pribrojnika) 1BOD
=50 - 200 =10 000 1BOD
ili ovako

1+3+5+7+...+195+197+199=
=(1+2+3+...+199+200)-(2+4+6+...+198+200)= 1BOD
=(200-201):2-2-(1+2+3+...+99+100) =

=100-201-2-(100 -101:2) = 1 BOD
=20 100 -10 100 = 10 000 1BOD

i na druge nacine.
Tocno odredivanje tog zbroja boduje se s 3 boda.



Drugi nacin:

U 1. razini je 1 trokutic.

U 1.1 2. razini je ukupno 1 + 3 =4 trokutica, pri cemu je 4 =2 - 2. 1 BOD
U 1., 2.1 3. razini ukupno je 1 + 3 + 5 = 9 trokutica, pri ¢emu je 9 =3 - 3. 1BOD
U1l,2,3.i4. razini je ukupno 1 + 3 +5 + 7 = 16 trokutica, pri cemu je 16 =4 - 4. 1BOD
U prvih pet razina nalazi se ukupno 5 - 5 = 25 trokutica,

u prvih Sest razina broj trokutica je 6 - 6 = 36, 1BOD
a to znaci da trokut sastavljen od 100 razina sadrzi 100 - 100 = 10 000 trokutica. 1 BOD

Broj trokuti¢a na pojedinoj razini nalazimo promatranjem pocetne situacije:
1. razina -1 trokuti¢

2. razina-—3trokuti¢a,3=2-2-1

3. razina-—5 trokuti¢a,5=2-3-1

4. razina-7 trokutica,7=2-4-1 ... 1 BOD
Na 5. razini bit¢e 9 (9=2-5-1),na 6. razini 11 (11 =2 - 6 — 1) trokutica, itd....

tj. da ¢e na n-toj razini biti 2n — 1 trokutié. 2 BODA
Na posljednjoj, stotoj razini, bit ¢e 2 - 100 — 1 = 199 trokutica. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Zakljuéak da je ukupan broj trokutic¢a u n razina jednak n - n, odnosno da trokut

sastavljen od 100 razina sadrzi 100 - 100 = 10 000 trokuti¢a, boduje se s 5 bodova, neovisno o tome

razmatraju li se trokutic¢i sadrzani u pet i Sest razina ili samo za (nacrtane) Cetiri razine.

. Zbroj znamenaka svih jednoznamenkastih brojeva jednak je 45. 1BOD
Zbroj znamenaka svih dvoznamenkastih brojeva dobit ¢emo tako da zbrojimo sve znamenke na
mjestu desetica (10 - 45 ) i sve znamenke na mjestu jedinica (9 - 45):
10-45+9-45=19 -45=2855. 1 BOD
Zbroj znamenaka svih brojeva od 1 do 99 (manjih od 100) jednak je 45 + 855 = 900. 1BOD
Zbroj znamenaka brojeva od 100 do 999 (svih troznamenkastih brojeva) jednak je zbroju svih
znamenaka na mjestu stotica (100 - 45) uve¢anom za zbroj svih znamenaka u svim
dvoznamenkastim ,,zavrSetcima“ (9 - 900):

100 - 45+ 9 - 900 = 4500 + 8100 = 12 600. 2 BODA
Zbroj znamenaka svih brojeva od 1000 do 1999 jednak je
1000 - 1 +900 + 12 600 = 14 500. 2 BODA

Zbroj znamenaka brojeva od 2000 do 2016 jednak je 17 - 2+ 45+ 7 + 21 = 107. 2 BODA



Ukupan zbroj svih znamenaka je 900 + 12 600 + 14 500 + 107 = 28 107. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Bez obzira na nacin rjeSavanja, koraci u rjeSavanju moraju biti valjano argumentirani.
Ukoliko ucenik tocno postavi zadatak, a pogrijesi samo pri rac¢unanju u nekom od dijelova zadatka,

za svaku takvu pogresku oduzeti samo bodove koje donosi taj dio zadatka, ali ne i bod za kona¢no

rjesenje.



ZUPANIJISKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

23. veljace 2016.

6. razred-rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1.
Posuda A Posuda B
8 11
—1 crvene —1 crvene
U jednoj litri smjese U jednoj litri smjese 2 boda
—| bijele —| bijele
15 20
1z sedam litara odliveno 1z sedam litara odliveno
3 boda
7-1:4—9I bijele 7-i:@I bijele
15 15 20 20
U ostatku, tj. u 8 litara smjese ostalo U ostatku, tj. u 13 litara smjese ostalo
3 boda
8-1=§I bijele 13-i=£l bijele
15 15 20 20
U posudi A bit ¢e: U posudi B bit ¢e:
2 boda
5—6+§=4—13=65—3I bijele boje. £+4—9=£=91I bijele boje
15 20 60 60 20 15 60 60

UKUPNO 10 BODOVA

1 BOD



Trokut ACD je jednakokragan pa vrijedi |£ADC|=|£CAD|= x°. 1 BOD

Kut XBCD je vanjski kut trokuta ACD koji je nasuprot unutarnjih kutova XCAD i XADC pa
vrijedi z°=x°+ x°=2x°. 2 BODA

Trokut BCD je jednakokracan pa vrijedi |£DBC|=|£CDB|= y°. 1BOD
Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u svakom trokutu je 180° pa za trokut BCD vrijedi
|«DBC|+|£CDB|+|£BCD|=180°. 2 BODA
y° +y° +2° = 180°

2x° +2y° = 180°

X +y° = 90° 2 BODA
Dakle, | ADB| =|LADC|+|£CDB| = x° +y° = 90°. 1 BOD

UKUPNO 10 BODOVA

1 BOD
Trokut ACD je jednakokracan pa vrijedi |£ADC|=|£CAD|=x°. 1BOD
Kut XBCA je ispruZeni kut pa iz uvjeta zadatka vrijedi da je |4DCA| =180°-2z°.
Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u svakom trokutu je 180° pa za trokut ACD vrijedi
|«DCA +|£ADC] +|£CAD| =180°. 1BOD

180° —z°+ x° + x° = 180°

2x° =1z°



X0=—. 2 BODA

Analogno, trokut BCD je jednakokragan pa vrijedi |£CDB|=|£DBC|=y°. 1 BOD
Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u svakom trokutu je 180° pa za trokut BCD vrijedi

«BCD|+|£CDB|+|£DBC| =180°. 1 BOD
|«BCD| +|£CDB| +|£DBC|

2° +y°+y°=180°

2y° = 180° - 2°
o= 180—_2 2 BODA
2
, z° 180°-z° 180°
Na kraju, |£ADB|=x°+y°="+ 50 1897 _g0e. 1BOD
2 2 2
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
1BOD
Trokut ACD je jednakokrac¢an pa vrijedi |ACADC| = |4CAD| =X°. 1BOD
Trokut BCD je jednakokra¢an pa vrijedi |ACDBC| = |4CDB| =y°. 1BOD
Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u svakom trokutu je 180° pa za trokut ABD vrijedi
| <BAD|+|£DBA|+|£ADB| = x° + y° + (X° + y°) = 2x°+2y°® =180° 4 BODA

odnosno X°+Yy°= % =90°. 2 BODA



Dakle, | £ADB| = x°+ y°=90°. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Prvi nacin:
S obzirom da zbroj tisu¢u najmanjih uzastopnih pozitivnih cijelih brojeva iznosi

1+2+3+...+1000—%2'1001=500500, 2 BODA

a nasih trazenih je 31500, najmanji trazeni broj je negativan, a najveci pozitivan. 1 BOD
Zbroj 0+ 1+2+...+999 serazlikuje od zbroja 1 +2 + 3 + ... + 1000 jer nema pribrojnik 1000, a
ima pribrojnik 0. Dakle, manji je za 1000. 1BOD

Zbroj —1+0+1+ ...+ 998 se razlikuje od zbroja 0 + 1 + 2 + ... + 999 jer nema pribrojnik 999, a

ima pribrojnik —1. Dakle, manji je za 1000. 1 BOD
Analogno, svaki sljede¢i manji je za 1000. 1 BOD
Kako je 500500 — 31 500 =469 000 i 469 000 : 1000 = 469, 2 BODA
najveci od trazenih brojeva je 1000 — 469 = 531, 1 BOD
a najmanji je 1 —469 =— 468. 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Razmatranje zbrojeva te zakljucivanje o smanjivanju za 1000 boduje se s ukupno
3 boda.

Drugi naéin:

Prvi broj ozna¢imo s X. Slijede ga x+1,x+2, ..., X+ 999. 1BOD
Vrijedi X+ (X +1)+(X+2)+...+(x+999)=231500 1 BOD
odnosno 1000x + (1 +2+ ... +999) = 31 500. 2 BODA
Gaussovom dosjetkom izra¢unamo daje 1+2 + ... +999 =499 500. 2 BODA

Vrijedi 1000x + 499 500 = 31 500
1000x = — 468 000
X =—468. 2 BODA

Tada je x + 999 = 531. 1 BOD



Najmanji od trazenih brojeva je broj — 468, a najveci je 531. 1BOD
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Treci nacin:

Nekaje a, +a,+a, +...+a j5,=31500. 1BOD
Prema Gaussovoj dosjetki je

a +a, =a +a +999=2a +999

a, +ag, =a, +1+a, +998 = 2a, +999

A, + g, = +2+a, +997 =2a, +999

Qg + 85y, = +499+a, +500 = 2a, +999 3 BODA
Zbrojivsi sve ove jednakosti dobivamo

a, +a,+a,+...+a 5,=500-(2a, +999) . 1BOD
Zato je 500-(2a, +999) =31500 /:500

2a, +999 =63

23, =63-999=-936 /:2

a, =468 4 BODA

Slijedi a5, = —468+999 =531, 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Prvi naéin:

Veli¢ina kuta izmedu dva uzastopna broja na satu iznosi 360° : 12 = 30°. 2 BODA
. . 2 2
Mala kazaljka se za 40 min = 3 h pomakne za 3 30°=20°. 2 BODA

Dakle, u 3 sata i 40 minuta mala kazaljka otklonila se 3 - 30° +20° = 110° od polozaja 12 sati.
1 BOD

U jednome satu se velika kazaljka pomakne za puni krug odnosno 360°. 1BOD



Dakle, u 3 sata i 40 minuta velika se kazaljka pomakla 240° od poloZaja 12 sati. 2 BODA
Manji kut izmedu kazaljki iznosi 240° — 110° = 130°. 2 BODA
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nacin:

Velic¢ina kuta izmedu dva uzastopna broja na satu iznosi 360° : 12 = 30°, 2 BODA
Mala kazaljka se za 40 min = % h pomakne za %-300 =20°. 2 BODA
Veli¢ina kuta izmedu brojeva 3 i 8 nasatuje 5-30°=150°. 3 BODA
Veli¢ina kuta izmedu kazaljki iznosi 150° — 20° = 130°. 3 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Treéi nadin:

40

Za 40 minuta velika se kazaljka od 12 sati pomakne za %.360° =240°. 2 BODA
Za 3 sata mala se kazaljka od 12 sati pomakne za %-3600 =90°. 2 BODA
Za 40 minuta mala se kazaljka od 3 sata pomakne za %-360° =20°. 3 BODA
Dakle, za 3 sata i 40 minuta mala se kazaljka od 12 sati pomakne za 90° +20° = 110°. 1BOD

Manyji kut izmedu kazaljki analognog sata u 3 sata i 40 minuta iznosi 240° —110° =130°. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Cetvrti nacin:

Velic¢ina kuta izmedu dva uzastopna broja na satu iznosi 360° : 12 = 30°. 2 BODA

U 3 sata i 40 minuta velika kazaljka je na broju 8.

Veli¢ina kuta izmedu brojeva 8 i 12 na analognom satu je 4-30°=120°. 1BOD
40 minuta je 40 :Z sata. 1BOD
60 3
Mala kazaljka za 1 sat prijede 30°, a za 40 minuta prijede §'30° =20°. 2 BODA
Veli¢ina kuta izmedu brojeva 12 i 3 na analognom satu je 3-30°=90°. 1BOD
U 3 sata i 40 minuta mala kazaljka je od broja 12 udaljena za 90°+20°=110°. 1BOD
Veci kut izmedu kazaljki je 120° + 110° = 230°. 1 BOD
Manji kut izmedu kazaljki je 360° — 230° = 130°. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



5. Prvi nacin:
Neka su x;,X,,...,X,, trazeni prirodni brojevi i D( X, X,, ..., X;;) njihov najve¢i zajednicki
djelitelj.
Tada vrijedi X, + X, +... + X, = 2016. 1BOD

Kako je svaki od pribrojnika x,,X,,...,X;, djeljivs D(x;,X,,...,X;), onda je i njihov zbroj

odnosno 2016 djeljiv s D( X, X,,..., X;;)- 2 BODA
S obzirom daje 2016=2-2-2-2-2-3-3-7, 1 BOD
ondaje 2-2-3 =12 najmanji moguc¢i umnoZzak faktora ve¢i od 11. 3 BODA

Dakle, najveca vrijednost koju moze imati najveci zajednicki djelitelj pribrojnika je
2016 : 12 = 168. 3 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nacin:
Neka su x;,X,,...,X,, trazeni prirodni brojevi i D( X, X,, ..., X;;) njihov najve¢i zajednicki

djelitelj.
Tada vrijedi X, + X, +... + X, = 2016. 1BOD

Kako je svaki od pribrojnika x,,X,,...,X;, djeljivs D(x;,X,,...,X;), onda je i njihov zbroj

odnosno 2016 djeljiv s D( X, Xy, ..., X, )- 2 BODA
Dijelitelji broja 2016 su 1, 2,3,4,6,7,8,9,12,... 2 BODA
a najmanji medu njima koji je ve¢i od 11 je broj 12. 2 BODA

Dakle, najveca vrijednost koju moZze imati najveci zajednicki djelitelj pribrojnika je
2016 : 12 = 168. 3 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
23. veljace 2016.

7. razred-rjesenja
OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.
1. Prvi nadin:
Treba izracunati koliko je % poskupjela cijena materijala za izgradnju druge polovine zgrade sa

60 % udjela materijala uz poskupljenje 15%.

150 . 60v% Lo 12 60 1 45 o 4 BODA
2 100 100 2 1000

Na sli¢an izra¢unavamo koliko je posto poskupjela cijena rada izgradnje druge polovine zgrade sa
40% udjela uz poskupljenje 8 %.

8% - 40% .~ -0 40 1_ 16 oo 4 BODA
2100 100 2 1000

45% +1.6% = 6.1 %. 1BOD
Izgradnja stambene zgrade poskupjela je u odnosu na pocetnu cijenu za 6.1%. 1 BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nacin:

Troskovi materijala za izradu druge polovine zgrade ¢ine 0.5 od 60 % = 30 % ukupnog troska
izgradnje. Nakon povecanja od 15 %, troSak ¢e biti 1.15 - 0.3 = 0.345 = 34.5% $to je povecanje
troskova za 4.5 %. 4 BODA
Troskovi cijene rada druge polovine zgrade ¢ine 0.5 od 40 % = 20 % ukupnog troska izgradnje.
Nakon povecanja od 8 %, troSak ¢e biti 1.08 - 0.2 =0.216 = 21.6 % $to je povecanje troskova za

1.6 %. 4 BODA
Ukupno povecanje troSkova u odnosu na pocetnu cijenu je 4.5 % + 1.6 % = 6.1 %. 2 BODA
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Treci nacin:

Troskovi materijala za izradu druge polovine zgrade ¢ine 0.5 od 60 % = 30 % ukupnog troska

izgradnje. Povecanjem cijene troskova materijala za 15 %, troSak ¢e se povecati za



0.15-0.3=0.045 =4.5%. 4 BODA
Troskovi cijene rada druge polovine zgrade ¢ine 0.5 od 40 % = 20 % ukupnog troska izgradnje.

Povecanjem cijene rada za 8 %, troSak ¢e se povecati za 0.08 - 0.2 =0.216 = 1.6 %. 4 BODA
Ukupno povecanje troSkova u odnosu na pocetnu cijenu je 4.5 % + 1.6 % = 6.1 %. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Petorke znamenaka koje zadovoljavaju uvjet da je zbroj znamenaka trazenih peteroznamenkastih
brojeva42su: {9,9,9,9,6}{9,9,9,8,7}i{9,9, 8, 8, 8}. 3 BODA
Koriste¢i znamenke prve petorke moguce je odrediti 5 brojeva, ali 69 999 ne zadovoljava uvjet da
peteroznamenkasti broj mora biti vec¢i od 88 888.

Trazeni brojevi su: 99 996, 99 969, 99 699, 96 999 2 BODA
Koriste¢i znamenke druge petorke moguce je odrediti (5-4-3-2-1):(3-2)=20 brojeva, ali
87999, 79 998, 79 989, 79 899, 78 999 ne zadovoljavaju uvjet da peteroznamenkasti broj mora biti
veci od 88 888.

Trazeni brojevi su: 99 987, 99 978, 99 897, 99 879, 99 798, 99 789, 98 997, 98 979, 98 799, 97 998,
97 989, 97 899, 89 997, 89 979, 89 799. 2 BODA
Koriste¢i znamenke trece petorke moguce je odrediti (5-4-3-2-1):(3-2):2=10brojevaisvi
zadovoljavaju uvjet da peteroznamenkasti broj mora biti veci od 88 888.

Trazeni brojevi su: 99 888, 98 988, 98 898, 98 889, 89 988, 89 898, 89 889, 88 998, 88 989,

88 899. 2 BODA
Trazenih brojeva ima ukupno 4 + 15 + 10 = 29. 1BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Navedeni svi peteroznamenkasti brojevi, koji su rjeSenje zadatka, i odgovor bez
obrazlozenja boduju se s 10 bodova. Za rjeSenja koja su ponovljena ili pogresna oduzimaju se
bodovi, pri ¢emu se za svaka dva ponovljena / pogreSna rjeSenja oduzima po 1 bod i to do najvise

0 bodova.

. Prvi naéin:

Ako kocke pokazu jednake brojeve, Ante i Branko dijele novac u omjeru 2 : 1.



Kako je 2415: 3 =805, Ante ¢e dobiti 2 - 805 = 1610 kn, a Branko 805 kn. 2 BODA
Ako brojevi na kockama budu razli¢iti, Ante i Branko dijele novac u omjeru 2 : 3.

Buduc¢i da je 2415 :5 =483, Ante dobiva 2 - 483 =966 kn, a Branko 3 - 483 = 1449 kn. 3 BODA
Oba dogadaja "Ante ¢e dobiti vise od 1000 kn" i "Branko ¢e dobiti manje od 1000 kn™ zbivaju se u
slu¢aju kada kockice pokazu iste brojeve. Dakle, oba dogadaja imaju jednaku vjerojatnost. 1 BOD
Dogadaji bacanja dviju kocaka mogu se prikazati kao uredeni parovi brojeva iz skupa

{1, 2, 3,4,5,6} odnosno {(1,1), (1,2), (1,3),...,(6,5), (6,6)}. Ukupan broj dogadaja bacanja dviju

kocaka je 6 - 6 = 36. Povoljni dogadaji mogu se prikazati kao skup uredenih parova

{(1,2), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}. Broj povoljnih dogadaja je 6. 2 BODA
y L : 6 1
TraZena vjerojatnost je P = % = 5 =0.16666....~16.67%. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Rjesenje prihvatiti u potpunosti neovisno o zapisu (razlomak, decimalni zapis,

postotak ).

Drugi nacin:

Ako kocke pokazu jednake brojeve, Ante i Branko dijele novac u omjeru 2 : 1.

U tom slucaju Ante ¢e dobiti 2k kn, a Branko k kn, pri ¢emu je k racionalan broj.

Vrijedi da je 2k +k =2415, 3k =2415,k =805.

Ante ¢e dobiti 2 - 805 =1610 kn, a Branko 805 kn. 2 BODA
Ako brojevi na kockama budu razli¢iti, Ante i Branko dijele novac u omjeru 2 : 3.

Tada ¢e Ante dobiti 21 kn, a Branko 3l kn, pri ¢emu je | racionalan broj.

Bududi da je 21 43| =2415, 51 =2415, | =483.

Ante dobiva 2 - 483 =966 kn, a Branko 3 - 483 = 1449 kn. 3 BODA
Oba dogadaja "Ante ¢e dobiti vise od 1000 kn" 1 "Branko ¢e dobiti manje od 1000 kn™ zbivaju se u
slucaju kada kockice pokazu iste brojeve. Dakle, oba dogadaja imaju jednaku vjerojatnost. 1 BOD
Dogadaji bacanja dviju kocaka mogu se prikazati kao uredeni parovi brojeva iz skupa

{1, 2,3,4,5,6} odnosno {(1,1), (1,2), (1,3)....,(6,5), (6,6)}. Ukupan broj dogadaja bacanja dviju
kocaka je 6 - 6 = 36. Povoljni dogadaji mogu se prikazati kao skup uredenih parova

{(1,2), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}. Broj povoljnih dogadaja je 6. 2 BODA



TraZena vjerojatnostje P = % =

=0.16666....~16.67% . 2 BODA

|-

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Rjesenje prihvatiti u potpunosti neovisno o zapisu (razlomak, decimalni zapis,

postotak ).

. Prvi naéin:

Skica:

1BOD
Neka je |£BAC| =, |£CBA|= 3 i |£ACB|=y. Veli¢ine odgovaraju¢ih vanjskih kutova trokuta

oznadimo a' i y'.

£ _gp0-Z
2 2
7' =180°—y
! 1 BOD
Y _gpo_ 7
2 2

Trokut CAE je jednakokradan s osnovicom CE pa vrijedi da je |£CEA| =|£ACB|=y.

Buduci da je |<EAB| = - i [<ACE] +|<EAC| +| <CEA|=180°, vrijedi jednadzba
7+a+%+7/:180°

27/+a+90°—%:180° 2 BODA

2}/.,.%:900/-2 — 4y +x=180° ——> a =180°—-4y



Trokut ADC je jednakokracan s osnovicom AD pa vrijedi da je |ACBAC| :|ACCDA| =a.
Budu¢i da je |ACBCD|:% i [<DAC|+|£ACD|+|£CDA|=180°, vrijedi jednadzba

!

a+7+%+a=180°

20+ 7/+90°—% =180° 2 BODA

2a+%=90°/ 2 — sha+y=180°
Dalje slijedi

4(180° - 4y) + y =180°

720°-16y +y =180° 2 BODA
y =36°
o =180°-4-36°=36° , $=180°—-2-36°=108°. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nacin:

Skica:

1 BOD
Neka je |£BAC| =, |£CBA|= 3 i |£ACB|=y. Velitine odgovaraju¢ih vanjskih kutova trokuta
ozna¢imo «' i y'.

Tadaje a'=pf+y iy =a+p. 1BOD

Trokut CAE je jednakokragan s osnovicom CE pa vrijedi da je | <CEA| =| £ACB| = y. Za zbroj

veli¢ina kutova u trokutu CAE vrijedi y +y + (a + %j =180°, odnosno « + % £+ g y =180°.

2 BODA



Trokut ADC je jednakokradan s osnovicom AD pa vrijedi da je |LCBAC| = |4<CDA| =q. Za zbroj

veli¢ina kutova u trokutu ADC vrijedi a + o + (7/ + & er ﬁj =180°, odnosno ga + % [+ y=180°.
2 BODA

Zbrajanjem dobivenih izraza nalazimo da je ga + ,B+%7/ =360°, odakle, zbog ¢injenice da je
. ... 5 b .
a+ B+y=180°, slijedi da je Ea +§7/ =180°, odnosno da je «+y =72°. 1BOD

Oduzimanjem dobivenih izraza nalazimo da je ga - g;/ =0, odakle slijedi da je « —y =0,

odnosno da je o =y. 1BOD
1z a+y=72° 1 o=y zakljuujemo da je o =y =36°, paje S=108°. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Prvi nagin:

Skica:

1 BOD
Produlji se stranica BC trokuta ABC preko tocke B. Todkom A nacrta se pravac usporedan sa

simetralom kuta £CBA. Sjeciste tog pravca i pravca BC oznacimo s E. 1 BOD
Trokut AEB je jednakostranican s duljinama stranica od 9 dm jer je|<EAB| =|£CBD|=60°
(kutovi s usporednim kracima) i |£ABE|=60°(<ABE i £CBAsu sukuti, | <CBA|=120°)

paje i veli¢ina treceg kuta|ABEA| =60°. 3 BODA
Trokut AEC slican je trokutu DBC prema poucku o sli¢nosti trokuta K-K ( £ACE zajednicki kut

oba trokuta, |<BEA| =|«£CBD|=60°) te vrijedi: 2 BODA



|BC|:|EC|=|BD|:|EA|
6:(6+9)=|BD|:9

3 BODA
15. |BD| =54
|BD| =3.6 dm
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Drugi nacin:
Skica:
C
D
6 6
60°
60° 60°
A B 6 E

1BOD

Produlji se stranica AB trokuta ABC preko tocke B. Tockom C nacrta se pravac usporedan sa

simetralom kuta XCBA . Sjeciste tog pravca i pravca AB oznacimo s E. 1BOD

Trokut CBE je jednakostrani¢an s duljinama stranica od 6 dm jer je |z<DBA| = |&BCE| =60°
(kutovi s usporednim kracima) i |£EBC|=60° (£EBC i £CBAsu sukuti, |<CBA|=120°)

pa je i veli¢ina tre¢eg kuta|<CEB| = 60°. 3 BODA
Trokut AEC slican je trokutu ABD prema poucku o sli¢nosti trokuta K-K ( £BAC zajednic¢ki kut
oba trokuta, |£DBA| =|£CEA| =60°) te vrijedi: 2 BODA

|AB|:|AE|=|BD|: |EC|
9:(6+9)=|BD|:6
15.|BD| =54
IBD|=3.6 dm

3 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



ZUPANIJSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
23. veljace 2016.

8. razred-rjesenja
OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA

DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nacin:

5n' 9 _5n°-45+36 _5(n"-9)+36 _5(n-3)(n+3) 36 _5n-3) 18

2n+6  2(n+3) 2(n+3) 20+3)  2(n+3) 2 n+3 4 BODA
Da bi vrijednost tog razlomka bila cijeli broj mora biti:

a) n— 3 paran broj, odnosno n neparan broj, 1BOD

byn+3e {l,-1,2,-2,3,-3,6,-6,9,-9, 18, —18}. 1 BOD
Kako je n neparan, onda je n + 3 paran brojpaje n+3 e {2,-2,6, -6, 18, —18}. 2 BODA
Sadaje ne {-1,-5,3,-9, 15, -21}. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Svako pogodeno rjesenje bez obrazlozenja vrijedi po 1 bod.

Drugi nacin:

2_9
5n2—9 5(” 5)

- -5

2n+6 2(n+3) 2 (n+3)
5 n_3n+g 5 n_3(n+3)—9+% i

2 n+3 2 n+3

36

=2/n-3+-5, :i(n—3)+§ 6 ___

2 n+3| 2 2'5(n+3)
=%(”‘3)+nlfs 4 BODA

Da bi vrijednost tog razlomka bila cijeli broj mora biti:
a) n — 3 paran broj, odnosno n neparan broj, 1 BOD
b)n+3 e {1,-1,2,-2,3,-3,6,-6,9,-9, 18, —18}. 1 BOD

Kako je n neparan, onda je n + 3 paran brojpaje n+3 e {2,-2,6, -6, 18, —18}. 2 BODA



Sadaje ne {-1,-5,3,-9, 15, —21}.

Napomena: Svako pogodeno rjesenje bez obrazlozenja vrijedi po 1 bod.

. Prvi naéin:

2 BODA

UKUPNO 10 BODOVA

Ako je prvi broj x, onda se drugi moze prikazati kao 10 — x, a uvjet zadatka daje:

x2:(10-x)>=1:16.

Dalje slijedi: 16x = (10 — x)?
16x? = 100 — 20x + x2
15x2+20x-100=0 /:5

X2 +4x-20=0

Ovu kvadratnu jednadzbu rijeSimo rastavljanjem srednjeg ¢lana:

3x2-6x+10x-20=0
X-(X=2)+10-(x-2)=0

(x—2)-(3x+10)=0

. 1
Iz x—2=0 jerjeSenje Xy =2,aiz 3x+10=0 jerjeSenje X2 =—€O.

_40

Jo§ se izratuna 10 — 2 =8 odnosno 10—(—%) 3

Konac¢no, 10=2+8 i 10 =—?+4—30.

Drugi naéin:

2 BODA

2 BODA

2 BODA

2 BODA

1 BOD

1BOD

UKUPNO 10 BODOVA

Ako je prvi broj x, onda se drugi moze prikazati kao 10 — x, a uvjet zadatka daje:

x2:(10-x)?>=1:16.
Dalje slijedi (x:(10—x))* =(1: 4)°

ST
4 10-x 4

pa'e L
P 10—«

2 BODA

2 BODA

2 BODA

Prva moguénost daje 4X =10—X te je rjeSenje X1 = 2, a druga mogucnost daje 4X =—-10+ X



10
te je rjeSenje Xo =—?. 2 BODA

Jo§ se izraéuna 10 — 2 =8 odnosno 10—(—%) = ? 1 BOD

Konac¢no, 10=2+8 i 1O=—%+4—:. 1 BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
. Prvi naéin:

Skica: 1 BOD

Spojimo li sredista vanjskih 6 krugova, dobit ¢emo pravilni Sesterokut stranice a = 2r. 1 BOD

Povrsina tog Sesterokuta jednaka je Sesterostrukoj povrsini jednakostrani¢nog trokuta stranice

a=2r odnosno P

Sesterokuta

2
:6-PA=6-%=6F\/§. 3 BODA

Preostala povrsina sastoji se od Sest jednakih kruznih isjecaka s pripadnim sredi$njim kutom 240°.

. iy L 2 S 2
Svaki od njih ima povrsinu jednaku 5 povrsine cijelog kruga. Dakle, P, = E . 3 BODA

Prema tome, osjencani lik ima povrsSinu

P=P

Sesterokuta

+6Pl=6r2\/§+6.§.r27z=6r2\/§+4r27r. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Drugi nacin:

Skica: 1 BOD

Lik se sastoji od 7 jednakih krugova povrsine B,

=’z i%est jednakih (nepravilnih) dijelova
povrsine P, (vidi sliku). 1BOD

Povrsina nepravilnog lika P, moZe se izracunati kao povrsina jednakostrani¢nog trokuta stranice 2r

umanjena za povrsinu tri jednaka kruzna isjecka srediSnjeg kuta 60°, to¢nije, za tri Sestine povrsine

kruga polumjera r. 2 BODA

Povrsina jednakostrani¢nog trokuta je P, = % = r2\/§ . 2 BODA
1 ) r’z

DaKle, P =Py~ Puge =1 \/_—?. 2 BODA

Prema tome, osjencani lik ima povrsinu

P = 7Py +6P, = 7r27r+6-(r2\/_—r27”j = 7rir+6r:\3-3r’zr =6r’\3+4r’z.  2BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



4. Prvi nacin:

A

Skica: 1 BOD
Zadana se jednadzba moze zapisati u obliku d? —30d + vZ — 24v + 369 = 0

odnosno nadopunom na potpuni kvadrat (d —15)? — 225 + (v — 12)? — 144 + 369 = 0

i kona¢no (d—15)%+ (v—-12)?=0. 2 BODA
Lijeva strana jednadzbe jednakaje 0 akoje d—15=0 i v-12=0. 1 BOD
Iz d-15=0 slijedidajed=15cm, a

iz v—12=0 slijedi dajev=12cm. 1BOD
Na produzetku stranice AB preko vrha B odaberimo tocku E tako da je d(B,E) = d(C,D).

Tada je d(A,E) = a +c.

Cetverokut BECD je paralelogram pa je d(C,E) =d = 15 cm. 1BOD
Iz pravokutnog trokuta AAFC dobiva se d(A,F) = 4/13* -12° =5cm, a

iz pravokutnog trokuta ACFE d(F,E) = /15> =12 =9cm. 2 BODA

Kako je d(A,F) +d(F,E)=d(A,E) =d(AB)+d(BE)=a+c=5+9=14cm,
povriina trapeza je P = % .v=84cm’. 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Drugi na¢in:

A

Skica: 1BOD
Zadana se jednadzba moZe zapisati u obliku d?—30d + v2—24v + 369 =0

odnosno nadopunom na potpuni kvadrat (d —15)? — 225 + (v — 12)? — 144 + 369 = 0

i kona¢no (d—15)%+ (v—-12)?=0. 2 BODA
Lijeva strana jednadZbe jednakaje O akoje d—15=0 i v-12=0. 1 BOD
Iz d-15=0 slijedidajed=15cm, a

iz v—12 =0 slijedi dajev=12cm. 1BOD
Neka su E i F nozista visina iz vrhova D i C redom na osnovicu AB .

Nadalje, neka je |AE| = x i |[BF|=y,a|CD|=c, |AB|=a.

Kako je cetverokut EFCD pravokutnik, slijedi |EF|=c. 1BOD
Primjenom Pitagorinog poucka na trokute ADEB i AAFC dobije se |BE|= 15 —122 =9cm i
|AF| = 132 —122 =5cm. 2 BODA
Slijedi |[BE|=c+y =9, |AF|=x+c=5.

Zbrajanjem tih dviju jednakosti dobije se X+ Y+ 2C =14 odnosno X+C+ Yy +cC =14 tj.
a+c=14. 1 BOD

. a+cC
Povrsina trapeza je P = T’V =84cm’. 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



5. Prvi nacin:

A E B

Neka je a duljina stranice kvadrata.
Tada je |AE| =|BF|=|CG| :|DH|:%a, |BE|=|CF|=|DG|=|AH| =§a. 1BOD
Trokuti AHAE , AEBF , AFCG i AGDH su medusobno sukladni (pravokutni trokuti sa sukladnim

. . 1 .3 .
stranicama duljina Za i Za , prema poucku S-K-S o sukladnosti). 1 BOD

|z sukladnosti tih trokuta slijedi | FE| =|GF| =|HG| = |EH| = x. 1BOD
Promotrimo trokut AHAE .

Neka je |XAEH|=a i |£EHA|= 8. Vrijedi o + f=90°.

Zbog sukladnosti trokuta AHAE i AEBF je |BEF|= 2.

Zato je | <HEF| =180° — (& + f3) = 180° —90° = 90° .

Na isti na¢in moze se pokazati da je |z{EFG| = |ACFGH | = |4(GHE| =90°. 2 BODA

Cetverokut EFGH je kvadrat jer ima sve stranice jednake duljine i sve kutove prave. 1 BOD

Zatamnjeni dio ¢ini polovinu kvadrata EFGH.

_ 1Y (3.
Primjenom Pitagorinog poucka na trokut AHAE dobivamo (Z aj + (Z aj =x2. 1BOD
Nakon kvadriranja i zbrajanja slijedi x° :ga2 : 1BOD
. ... 5
Kako je a* =80, (povrina zadanog kvadrata), slijedi x* = . 80=50. 1BOD
Povrsina kvadrata EFGH iznosi 50 cm?, a zatamnjenog dijela 25 cm?. 1 BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Rjesenje bez dokaza da je ¢etverokut EFGH kvadrat boduje se s najvise 6 bodova.



Drugi nacin:

Postavimo kvadrat ABCD u pravokutni koordinatni sustav kao na slici.

1 05Al0 05 g1 15 2 25 3 35 4g45 5

-0.51

Neka je a duljina stranice kvadrata.
. 1 3
Tada je |AE|:|BF|:|CG|:|DH|:Za, |BE|:|CF|:|DG|:|AH|:Za.
- . 1
Vrijedi EG=y=2Xx-2i FH = y=—Ex+3
pa tocka P kao presjek tih pravaca ima koordinate P(2,2).
_ 1 . 1
Dalje je |HR|=|FS|=Za| |RP|=|PS|=Ea.

Neka je P, povrSina trokuta DHG, P, povrSina trokuta HRP, P,povrsina trapeza CGPS,

P, povrsina kvadrata ABCD i P povrsina zatamnjenog dijela.

a 3a aa
Vrijedi B =44 =ia2:7.50m2, p=42 _ L s i
32 2 1
a.a
p=2 2.8_3 2 _15¢m
2 2 16

S obzirom da je slika centralnosimetri¢na s obzirom na tocku P, vrijedi

P=P —-2-(P+P,+P,)=80-2-275=25cm?

1BOD

1BOD

2 BODA

1BOD

1BOD

3 BODA

1BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



