gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Postoje li tri uzastopna cijela broja ¢iji je zbroj kvadrata djeljiv s 20167
Rjesenje.

Zbroj kvadrata tri uzastopna cijela broja je n> + (n + 1)* + (n + 2)2.

Taj zbroj iznosi 3n? + 6n + 5.

Broj 3n? + 6n + 5 daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3, pa nije djeljiv s 3.

Broj 2016 je djeljiv s 3, pa broj koji nije djeljiv s 3 nije djeljiv ni s 2016.
Dakle, zbroj kvadrata tri uzastopna cijela broja ne moze biti djeljiv s 2016.

Napomena: Ucenici mogu zbroj kvadrata tri uzastopna cijela broja zapisati na razne
(vige ili manje elegantne) nacine, npr. kao (n — 1) + n? + (n + 1)? = 3n% + 2.

Napomena: Odgovor bez obrazlozenja nosi 0 bodova.

Zadatak A-1.2.

Anja i Vanja su sudjelovale u utrci. Broj trkaca koji su zavr§ili utrku prije Anje jednak
je broju trkaca koji su zavrs§ili nakon nje. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Vanje
je tri puta veci od broja trkaca koji su zavrsili nakon nje. To¢no 10 trkaca zavrsilo je
utrku izmedu Anje i Vanje. Ako su svi trkaci zavrsili utrku, te nikoja dva trkaca nisu
zavr$ila u isto vrijeme, odredi ukupan broj trkaca.

Prvo rjesenje.

Iz uvjeta zadatka je jasno da je Anja stigla prije Vanje. Neka je A broj trkaca koji su
zavrsili utrku prije Anje, a B broj trkaca koji su zavrsili nakon Vanje.

Broj trkac¢a mozemo graficki prikazati ovako
A — Anja — 10 — Vanja — B.
Tada vrijedi
A=10+1+ B,
A+1+10=3B.

Rjesavanjem ovog sustava dobivamo A = 22, B = 11.

Ukupno je na utrci sudjelovalo A + B 4 12 = 45 trkaca.
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Drugo rjesenje.
Neka je n ukupni broj trkaca koji su sudjelovali u utrci.

Buduéi da je jednak broj trkaca koji su zavrsili utrku prije i nakon Anje, broj trkaca koji
su utrku zavrsili prije Anje dobivamo tako da broj trkac¢a razli¢itih od Anje podijelimo
sa 2. Dakle, broj trkaca koji su utrku zavrgili prije Anje je 3(n — 1).

Broj trkaca koji su zavrsili prije Vanje tri puta veé¢i od broja trkaca koji su zavrsili
nakon nje, pa je broj trkaca koji su utrku zavrsili nakon Vanje jednak i(n —1).

Anja je zavrsili utrku prije Vanje. Zato sve trkace razli¢ite od Anje i Vanje mozemo
podijeliti na one trkace koji su zavrsili utrku prije Anje, na one izmedu Anje i Vanje,
te na one koji su utrku zavrsili nakon Vanje.

Zato je
1 1
n—2:§(n—1)+10+1(n—1).

RjeSenje ove jednadzbe je n = 45.

Ukupni broj trkaca je 45.

Zadatak A-1.3.
Neka su a i b pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a® + > = 8 i a® + b5 = 416.
Odredi ab.
Rjesenje.
Prema formuli za kub binoma dobivamo:
(a® + b*)* = a® + 3a'b® + 3a®b* + b°
=a® +b° + 3a*b*(a® + b?).

UvrStavanjem podataka iz zadatka u gornju jednakost dobivamo:
8% =416 + 34’0’ - 8.

Sredivanjem dobivamo a?b? = 4.

Buduéi da su a i b pozitivni, slijedi ab > 0, pa je ab = 2.

Napomena: Uvjeti zadatka jedinstveno odreduju a i b. To su brojevi v/3 — 11 v/3 + 1.
Ako Zelimo, brojeve a i b mozemo odrediti na sljede¢i nacin.

Jednom kad znamo ab = 2, prvo izratunamo a + b iz (a + b)? = a® + 2ab + v* = 12.
Nakon toga dobivamo sustav ab = 2, a + b = 2v/3 koji vodi na kvadratnu jednadzbu
a* —2v3a+2=0.

Uc¢enici prvog razreda kvadratnu jednadzbu mogu rijesiti metodom upotpunjavanja do
potpunog kvadrata. No, od ucenika se u ovom zadatku ne trazi niti ne ocekuje da
odrede brojeve a i b.
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Zadatak A-1.4.

Od devet sukladnih pravokutnika ¢ije duzina i Sirina su prirodni brojevi sastavljena je
pravokutna ploca dimenzija 20 x 9. Kojih sve dimenzija mogu biti polazni pravokut-
nici?

Rjesenje.

Bududi da koristimo 9 sukladnih pravokutnika, a ukupna povrsina ploce iznosi 9 - 20,

zakljucujemo da svaki pravokutnik ima povrsinu 20.

Buduéi da pravokutnici imaju cjelobrojne dimenzije, mozemo odbaciti sve dimenzije
pravokutnika razli¢ite od ove 3 mogucnosti: 1 x 20, 2 x 101 4 x 5. 1 bod

Dimenzije 1 x 20 su moguce jer 9 takvih pravokutnika mozemo sloziti jednog do drugog. 1 bod

Dimenzije 4 x 5 su moguce jer 9 takvih pravokutnika mozemo sloziti tako da 4 stavimo
jednog do drugog po duzini ploce, a ostale pravokutnike okomito na njih. 2 boda

Dimenzije 2 x 10 nisu moguce jer se takvim pravokutnicima moze poplociti samo ploca
kojoj su Sirina i duZina parni brojevi. 2 boda

Napomena: Za dimenzije 1 x 20 i1 4 x 5, u€enik mora dati primjer. Dovoljno je primjer
nacrtati ili opisati rije¢ima (nije potrebno oboje).
Napomena: Ucenici mogu pokazati da dimenzije 2 X 10 nisu moguée i na sljedec¢i nacin.

Bududi da je duzina ploce 9, pravokutnici dimenzija 2 X 10 mogu biti poloZeni samo
tako da im je stranica duljine 10 paralelna sa stranicom ploc¢e duljine 20. (1 bod)

Zbog toga bismo po dva takva pravokutnika morali sloziti jedan kraj drugog tako da
formiraju pravokutnik 2 x 20. Nakon $to slozimo 4 takva para pravokutnika, preostaje
nam dio ploce dimenzija 1 X 20 koji ne mozemo poplociti jednim preostalim pravokut-
nikom. (1 bod)
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Zadatak A-1.5.

Dan je kvadrat ABCD stranice duljine a. Vrhovi A i C' sredi$ta su dviju kruznica koje
prolaze tockama B i D. Ako su sjecista tih kruznica s dijagonalom AC toc¢ke M i N,
odredi povrsinu cetverokuta BMDN.

Prvo rjesenje.
Dijagonale kvadrata imaju duljinu |AC| = |BD| = av/2.

Bududi da su tocke B i N na kruznici sa srediStem C, vrijedi

|AN| = |AC| — INC| = av/2 — |BC| = (V2 — 1)a. 1 bod

Analogno vidimo |CM| = (v/2 — 1)a. Stoga je

IMN| = |AC| — |AN| — |CM| = (2 = V2)a. 2 boda

D C

A B

Neka je O srediste kvadrata. Budué¢i da su dijagonale kvadrata okomite, duzina BO je

visina na stranicu M N u trokutu BMN. 1 bod
Zato je )
P(BMN) = |MN|2 BOl _ (2 \/54)“ a2 _ (V2 ; Da® 1 bod
Analogno je ,
p(pN ) = VN 1DO] _ (V2= 1t
Kona¢no, povrsina cetverokuta BM DN je jednaka
P(BMDN) = P(BMN)+ P(DNM) = (V2 — 1)a?. 1 bod
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Drugo rjesenje.
Kao u prvom rjesenju izracunamo |MN| = (2 — v/2)a. 3 boda

Dijagonale ¢etverokuta BM DN leze na dijagonalama kvadrata, pa se sijeku pod pravim
kutom. 1 bod

Zato njegova povrsina iznosi

MN|-|BD
P(BMDN) = |‘2|| 1 bod

Slijedi da je P(BMDN) = (2 —v/2)a-av2 = (V2 —1)a* 1 bod

Zadatak A-1.6.

Duljine kateta pravokutnog trokuta su a i b, a duljina njegove hipotenuze c. Ako je
veli¢ina jednog kuta 75°, dokazi da vrijedi ¢* = 4ab.

Prvo rjesenje.

Neka je ABC zadani trokut. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je
JACB =90° i <ABC = T75°. Neka je a = |BC/|, b= |AC|ic=|AB|.

Neka je v duljina visine trokuta ABC. Bududéi da vrijedi ab = cv ($to mozemo vidjeti

npr. izrazavajuéi povrsinu trokuta ABC na dva na¢ina), dovoljno je dokazati ¢ =4v. 2 boda

Neka je to¢ka D poloviste hipotenuze. Buduéi da je trokut ABC' pravokutan, tocka D

je srediSte opisane kruznice, pa vrijedi |AB| = 2|CD|. 2 boda

Drugi kut uz hipotezu iznosi <BAC = 15°. Bududéi da je trokut ADC' jednakokracan,

vrijedi <DCA = 15°. 1 bod
B

C A

Neka je E noZiste visine iz vrha C na hipotenuzu AB. Uoé¢imo da je <CDE vanjski

kut trokuta ADC, pa je <CDE = 30°. 2 boda
Trokut C'DFE ima kutove 30°, 60°, 90°, tj. C DFE je polovica jednakostrani¢nog trokuta.

Zato je |CD| = 2|CE). 2 boda
Zaklju¢ujemo da je ¢ = |AB| = 2|CD| = 4|CE| = 4wv. 1 bod
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Drugo rjesenje.

Uvedimo oznake kao u prvom rjesenju.

Neka je F' tocka na stranici AC takva da je <CBF = 60° i <F BA = 15°. 2 boda

B

60° 15°
I | 15°

C F ' A
Tada je BC'F polovica jednakostrani¢nog trokuta, tj. vrijedi |BF| = 2a. 2 boda
Duzina CT je visina tog trokuta, pa je |CF| = av/3. 1 bod
Drugi kut uz hipotenuzu iznosi <BAC = 15° pa je |AF| = |BF. 1 bod
No, vrijedi i |CF| = |AC|—|AF| = b—2a, pa izjednaéavanjem dobivamo av/3 = b—2a,
odakle je b = a(2 + /3). 2 boda

Konac¢no, prema Pitagorinom poucku slijedi

=+ =a’+a*2+V3)? =} 8+ 4V3) = da - a(2 + V3) = 4ab. 2 boda

Trece rjesenje.
Uvedimo oznake kao u prvom rjesenju.

Neka je to¢ka G na produZetku stranice BC preko vrha C takva da je <BAG = 75°,

tj. da je |BG| = |AG]. 2 boda

A
60°
15°
75° ]
B C G
Drugi kut uz hipotenuzu iznosi <BAC = 15°, pa je <CAG = 60°. 1 bod
Zato je ACG polovica jednakostrani¢nog trokuta, tj. |GA| = 20. 2 boda
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Sada mozemo izrac¢unati povrSinu trokuta ABG:

_|BG|-|AC| _|AG|-|AC| 2b-b
N 2 N 2 2

P(ABQG) = b

2

Povrsina trokuta ACG iznosi

Izrazimo li povrSinu trokuta ABG na drugi nacin, kao zbroj povrsina trokuta ABC' i
ACG, dobivamo

2
J%ABG):P@U%D+J%ACG):if+b;§.

ab  b*\/3

Izjednacavanjem slijedi b* = 5 + 5

L tj. a=b(2—+/3).

Prema Pitagorinom poucku imamo

F=a?+ 0 =02 -3+ =0 (8 —4V3) = 4b- b(2 — V/3) = 4ab.

Zadatak A-1.7.

Na otoku je 20 klubova. Svaki stanovnik otoka je ¢lan jednog ili dva kluba. Svaki
klub ima najvise 25 ¢lanova, te za svaki par klubova postoji stanovnik koji je ¢lan oba
kluba. Odredi najmanji i najveéi moguéi broj stanovnika otoka.

Prvo rjesenje.
Broj parova klubova je % = 190.

Za svaki par klubova postoji stanovnik koji je ¢lan oba kluba. Za svaki par (i, j) takav
da je 1 <1 < j < 20 odaberimo i ozna¢imo sa A;; jednog stanovnika koji je ¢lan -tog
i 7-tog kluba.

Stanovnici A;; su svi razli¢iti zbog uvjeta da svaki stanovnik moze biti ¢lan najvise dva
kluba. To pokazuje da na otoku mora biti barem 190 stanovnika.

S druge strane, ako se na otoku nalaze samo stanovnici A4;;, 1 <@ < j < 20, uvjeti
zadatka su zadovoljeni. Zato je najmanji moguéi broj stanovnika tono 190 (a ne veci).

Za fiksan 7, u i-tom klubu se nalazi barem 19 stanovnika A;; za 1 < j < 20, j # 1.
Zbog toga se u svakom klubu moze nalaziti jo§ najviSe 6 stanovnika.

To pokazuje da ukupan broj stanovnika ne moze biti veé¢i od 190 + 20 - 6 = 310.

No, ako u svaki klub uz stanovnike A;; stavimo po 6 stanovnika koji se nalaze samo u
jednom klubu, uvjeti zadatka su zadovoljeni. Zato je najveé¢i moguéi broj stanovnika
tofno 310 (a ne manji).
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Drugo rjesenje.

Prema uvjetu zadatka mora postojati stanovnik koji je ¢lan prvog i drugog kluba.
Oznadimo tu osobu sa A i naznac¢imo da je A ¢lan tih klubova u tablici u kojoj po
retcima redom zapisujemo c¢lanove klubova.

Bududi da osoba A moze biti ¢lan najvise dva kluba, ta osoba se ne moze pojavljivati
ni na kojem drugom mjestu u tablici.

Sli¢no mozemo naznaciti da je osoba B ¢lan prvog i treceg kluba, da je osoba C' ¢lan
prvog i ¢etvrtog kluba, da je osoba D ¢lan drugog i tre¢eg kluba itd.

3
1. klub C
2. klub
3. klub

4. klub

QW@ -
oo

Nastavimo li ovako razmisljati u tablicu ¢éemo upisati jednu osobu na dva mjesta za
svaki par klubova.

Broj parova klubova je w = 190.
Iz toga zakljuc¢ujemo da na otoku ne moze biti manje od 190 stanovnika.

Iz na¢ina na koji smo formirali tablicu je vidljivo da ne moramo dodati nijednog drugog
stanovika, tj. 190 stanovnika moZemo rasporediti po klubovima tako da svi uvjeti
zadatka budu zadovoljeni.

Prvi klub mora imati zajednickog ¢lana sa svakim od klubova 2, 3, ..., 20, pa zaklju-
¢ujemo da prvi klub ima barem 19 ¢lanova.

Na isti nac¢in zaklju¢ujemo da svaki klub ima barem 19 ¢lanova. Bududéi da svaki klub
moze imati najvise 25 ¢lanova, u svakom klubu se moze nalaziti jos najvise 6 stanovnika.

To pokazuje da ukupan broj stanovnika ne moze biti veé¢i od 190 + 20 - 6 = 310.

Ako u svaki klub, uz 19 stanovnika za koje znamo da moraju biti ¢lanovi tog kluba,
stavimo po 6 stanovnika koji se ¢e biti ¢lanovi samo tog kluba, svi uvjeti zadatka ce
biti zadovoljeni. Zato je najveéi moguéi broj stanovnika to¢no 310 (a ne manji).
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve realne brojeve c za koje je jedno rjeSenje kvadratne jednadzbe
272> — 122+ ¢ =0

kvadrat drugog rjeSenja.

Rjesenje.

Neka su b i b? rjeSenja zadane jednadzbe.

12

Prema Viéteovoj formuli za zbroj rjesenja vrijedi b + b* = 77

Rjesenja te jednadzbe su b; = % iby = %4.

c
Prema Viéteovoj formuli za umnozak rjesenja vrijedi b - b* = 77 tj. ¢ = 27b.

Stoga imamo ¢; = 11 ¢g = —64.

Zadatak A-2.2.

Neka je a = 123456789 1 N = a® — 2a® — 3a. Dokazi da je broj N djeljiv s 540.
Rjesenje.

Rastav broja 540 na proste faktore glasi 540 = 22 - 33 - 5.

Dovoljno je dokazati da je N djeljiv s 4, 51 27.

Zapisimo N u obliku umnogka N = a(a — 3)(a + 1).

Broj a je neparan pa su a+ 1 i a — 3 parni brojevii N je djeljiv sa 4.

Broj a daje ostatak 4 pri dijeljenju s 5, pa je a + 1 djeljiv s 5. Iz toga slijedi da je N
djeljiv s 5.

Suma znamenaka od a je 45, pa je a djeljiv s 9.

Bududi da je a djeljiv s 3 i a — 3 je djeljiv s 3. Zaklju¢ujemo da je a(a — 3), pa onda i
N, djeljiv s 27.

Time je dokaz zavrSen.
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Zadatak A-2.3.

2
Neka je w # 1 kompleksni broj takav da vrijedi |w| = 1 i neka je z = 1w
—w
Odredi Re z.
Prvo rjesenje.
Neka je w = a + bi za realne a i b. Uvjet |w| = 1 je ekvivalentan sa a? + b* = 1. 1 bod
Broj z mozemo zapisati na sljede¢i nacin
2 2 1-— bi  2(1— bi
l—a—-bi 1—a—-bi 1—a+bi (1—a)®>+0b
2(1 —
Realni dio broja z iznosi (1—(a)2a—1—)62' 1 bod
Iskoristimo i uvjet a? + b*> = 1, dobivamo
2(1—a) 2(1—a) 2(1—a)
Rez = = = =1 2 bod
T Az 1-2a1a2+b 1-2a+1 eda

Drugo rjesenje.

1
Bududi da je |w| = 1, vrijedi w = —. 1 bod

w
Zato je

2 2 2

zZ= — = T = i 2 boda
l-w 1-- 1-w
. : . L : : 1 _

Realni dio broja z moZemo izracunati prema formuli Re z = 3 (z+72). 1 bod

Konacéno rac¢unamo

1/ 2 2w 1 2—2uw
— = . = 1. 2 bod
Rez 2<1—w+w—1> 2 1—w oda

Trece rjesenje.

Izrazimo w preko z:

2 -2
r= = aw=2 = w=__Z 1 bod
1—w z
Primijenimo li modul na relaciju w = — = dobivamo
2
—2
1 =w|l= |2 | 2 boda
||
Dakle |z — 2| = |z|, 8to znad¢i da z lezi na simetrali duzine odredene to¢kama 01 2 u
kompleksnoj koordinatnoj ravnini. 1 bod
Ta simetrala je upravo pravac {z € C | Rez = 1}, odnosno Re z = 1. 2 boda
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Zadatak A-2.4.
Totke A, B, C, D, E leze tim redom na kruznici ¢iji je promjer AE.
Odredi <ABC + <CDE.

Rjesenje.

Cetverokut ABCE je tetivan pa je <ABC = 180° — <AEC.

Sli¢no, ¢etverokut ACDE je tetivan pa je <CDE = 180° — <CAFE.

Prema Talesovom poucku je trokut AC'E pravokutan, pa vrijedi <CAE+<<AEC = 90°.
Sada zbrajanjem dobivamo <ABC + <CDFE = 360° — 90° = 270°.

Zadatak A-2.5.

Jednog jutra, 11 prijatelja odlucilo je obojati veliku ogradu. Bojanje je pocelo u 9 sati
i zavr§ilo u 16 sati. Svatko je zapoceo na puni sat i radio to¢no dva sata. Mozemo li
biti sigurni da je u nekom periodu istovremeno radilo barem cetvero prijatelja?

Rjesenje.
Svaka osoba ¢e raditi po dva sata, pa ¢e svi prijatelji zajedno raditi ukupno 11-2 = 22
radna sata.

Svaka osoba svoja dva radna sata rasporeduje na 7 mogué¢ih termina (s pocetkom u 9,
10, ..., 14, 15 sati).

Ako bi u svakom od 7 termina radilo istovremeno najvise troje prijatelja, ukupni broj
radnih sati bi iznosio 7 - 3 = 21.

Dakle, u nekom od 7 termina mora raditi barem cetvero prijatelja.
Napomena: Odgovor bez obrazlozenja nosi 0 bodova.

Napomena: Sluzbeno rjeSenje je zapisano kao da je u zadatku zadano da je bojanje
zavrsilo u 17 sati (umjesto u 16 sati). Zadatak je svejedno korektno zadan, pa sljedece
rjeSenje zasluzuje sve bodove: ukupan broj radnih sati je 22, broj mogué¢ih termina je
6, pa zaklju¢ujemo da mora biti barem ¢etvero prijatelja u jednom terminu jer bi inace
ukupan broj radnih sati iznosio najvige 6 - 3 = 18.
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Zadatak A-2.6.

Neka je ABCD pravokutnik sa sredistem O i neka su totke P i @ na dijagonali AC
takve da je |AP| = [PQ| = |QC|. Ako pravac PB sijece stranicu AD u tocki M, a

pravac B(Q) sijece stranicu C'D u tocki N, dokazi da su povrSine trokuta M PO i NQO
jednake.

Prvo rjesenje.

B

Buduéi da je <APM = <CPB i <PAM = <PCB, trokuti MAP i BC'P su sli¢ni. 1 bod
Iz te sli¢nosti slijedi
|AM| |AP] 1

BCY = PC| =5 2 boda

Bududéi da je |AD| = |BC|, vrijedi |AM]| : |AD| =1: 2, tj. M je poloviste duzine AD. 2 boda
Analogno (zbog sli¢nosti trokuta ABQ i CNQ), slijedi da je N poloviste duzine DC. 1 bod

Sada zaklju¢ujemo da je M N srednjica trokuta ACD, pa je MN || AC. 1 bod
Prema tome visina v; iz vrha N na stranicu OQ je jednaka visini vy iz vrha M na
stranicu OP. 1 bod
Tocka O je poloviste duzine AC. Bududi da je |AP| = |CQ], slijedi |OP] = |0Q)|. 1 bod
Stoga je

P(MPO) = |OP2| - |OQ2‘ 2 _ P(NQO). 1 bod

Napomena: Kako bi dokazao da je M N || AC, ucenik ne mora zakljuciti da su tocke
M i N polovista. Zbog Talesovog teorema o proporcionalnosti dovoljno je koristeci
navedene sli¢nosti zakljuciti

AM| _|AM| _|AP| _|QC| _|NC|
[AD| ~ [BC| T [PC| T [AQ| ~ [AB]
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Drugo rjesenje.

Tocka O je poloviste duzine AC. Bududi da je [AP| = |CQ), slijedi da je O poloviste
duzine PQ.

Toc¢ka O je poloviste duzine BD, pa je AO tezi$nica trokuta ABD.

Bududi da je |OP| = 1| PQ| = }|AP|, zaklju€ujemo da je |OP|: |AP| =1:2.

Dakle, to¢ka P dijeli tezisnicu AO u omjeru 2 : 1, pa je P teZiste trokuta ABD.
Buduéi da P lezi na duzini BM, zaklju¢ujemo da je BM takoder teZisnica, tj. da je
M poloviste stranice AD.

Analogno zaklju¢ujemo da je N poloviste stranice CD.

Kao u prvom rjesenju, zaklju¢ujemo da je M N || AC, da su visine u trokutima M PO

i NQO jednakih duljina, te dobivamo P(M PO) = P(NQO).

Napomena: Pokazimo jo$ jedan nac¢in za vidjeti da su tocke M i N redom polovista
stranica AD i CD.

Trokuti APD i C'QB su sukladni jer su centralnosimetri¢na slika jedan drugoga obzirom
na toc¢ku O (alternativno, sukladnost mozemo dokazati po S—K-S teoremu). (1 bod)

Zbog sukladnosti slijedi <CBN = <ADP, pa je BN || DP, tj. QN || DP. (1 bod)

Bududi da je Q poloviste duzine PC, a QN || DP, slijedi da je QN srednjica u trokutu
CDP, tj. N je poloviste stranice DC. (3 boda)

Analogno, tocka M je poloviste stranice AD. (1 bod)

Zadatak A-2.7.

Neka je n > 3 prirodni broj. Kvadrat ABC'D je podijeljen na n? pravokutnika pravcima
P1, ..., Pno1 paralelnim s pravcem AB i pravcima qi,...,¢,—1 paralelnim s pravcem
BC. Stranice AB i CD leze redom na pravcima pg i pp, a stranice BC i AD redom na
pravcima qg i q,. Pravac p; se nalazi izmedu pravaca p;_1 i p;y+1, a pravac ¢; se nalazi
izmedu pravaca g;—1 i gi+1, za sve © = 1,...,n — 1. Neka je A;; pravokutnik omeden
praveima p;_1, pi, ¢j—1 1 qj, za 1 < 4,7 < n.

Ako je poznato da pravokutnici A;; i A;; imaju jednake povrsine za svaki par (i, j)
takav da je 1 <7 < j < n, dokazi da je A;; kvadrat za svakii =1,... n.

Prvo rjesenje.
Duljinu stranice pocetnog kvadrata oznac¢imo sa x.

Udaljenost pravaca p;_1 i p; oznac¢imo sa a;, te udaljenost pravaca g;_; i ¢; sa b;. Zelimo
pokazati da je a; = b; za svaki i, 1 <1 < n.

Povrsinu pravokutnika odredenog pravcima p;_; i p;, te stranicama pocetnog kvadrata
(okomitim na te pravce) mozemo izrac¢unati na dva nac¢ina, kao produkt duljina stranica

i kao sumu povrSina pravokutnika A;;, j =1,...,n, tj.

Analogno promatrajuéi pravokutnik odreden pravcima ¢;_1 i ¢; dobivamo

xb; = P(Au) + P(Agﬂ') + -+ P(An,i).

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2016.
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dn 9n—1 d4j qij—-1 41 q0

Prema uvjetu, desne strane u obje relacija su jednake, tj.

P(A;1)+ P(Aia)+ -+ P(Ain) = P(A1;) + P(Agy;) + - -+ P(An).

Iz toga slijedi za; = xb;, odnosno a; = b;. 3 boda

Drugo rjesenje.

Neka je a; Sirina, a b; visina pravokutnika A;; za 1 < 1,5 < n.
Fiksirajmo i € {1,2,...,n}. Zelimo dokazati a; = b;.

Prema uvjetu zadatka vrijedi a;b; = a;b; za sve 1 < j < n.

Zato moZemo izraziti a;, za j = 1,...,n, preko a;:

aj:—‘bj. 1b0d

Ako je z duljina stranice kvadrata, onda vrijedi x = a1 +---+a, ix =by +---+ b,.
Sada mozemo zakljuciti

a; a;
N T
T,

di _ %
:b—i-(b1+---+bn)_bi T

r=ay+---+a

Odavde slijedi a; = b;. 1 bod
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak A-3.1.
Odredi sve parove prirodnih brojeva (a, b) takve da je 1 < a,b < 100 i

1 N 1
log, 10 ~ log; 10

prirodni broj.

Rjesenje.
Vrijedi
1
=1 logb = log ab
log, 10  Tog, 10 _ o8¢ T iosb=logab,
pa je broj prirodan ako i samo ako je ab potencija broja 10.

log, 10 * log; 10
Bududi da je 1 < a,b < 102, slijedi da je ab € {10,102, 103, 10%}.
Ispisimo parove (a,b) takve da je ab = 10" redom za n = 1,2, 3, 4.
Ako je n = 1, onda imamo dva takva para (2,5) i (5, 2).

Ako je n = 2, onda imamo sedam parova

(2,50), (4,25),(5,20), (10, 10), (20, 5), (25,4), (50, 2).

Ako je n = 3, onda imamo Sest parova

(10, 100), (20, 50), (25, 40), (40, 25), (50, 20), (100, 10).

Kona¢no, ako je n = 4, onda imamo samo jedan par (100, 100).

Napomena: Ako ucenik zapiSe sva rjesenja (a,b) u kojima je a < b, ali ne spomene da
postoje i simetri¢na rjeSenja, treba dobiti 5 bodova.

Osim ako se ne radi o situaciji iz prethodne recenice, ucenik koji izostavi neko rjesenje
(a,b) za koje je ab = 10" ne ostvaruje bod koji se dodjeljuje za taj n.

Zadatak A-3.2.

Neka je ABC trokut s teziStem T u kojem su tocke D i E redom polovista stranica
BC i CA. Ako je trokut ATE jednakostrani¢an, odredi kosinus kuta <DAB.
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Prvo rjesenje.
Oznacimo z = |AT| = |TE| = |EA|.

C

Bududi da teziste dijeli tezi$nicu u omjeru 2 : 1, slijedi da je |BT| = 2. 1 bod
Poucak o kosinusu na trokut ABE daje |AB|* = (3x)? + 2% — 2 - 3z - x cos 60° = Tx?,
iz Cega slijedi da je |AB| = 2/7. 3 boda

r? 4 To? — 4x?

Kona¢no, poucak o kosinusu na trokut ABT daje cos<<DAB =

cos<<DAB = 2\7/? 2 boda

Napomena: Uéenik ne mora izraziti |AB| kao 21/7, dovoljno je dobiti da je |AB|? = 7z
Ucenici mogu dobiti taj rezultat koriste¢i poucak o kosinusu na trokut ABT (umjesto
ABE) u kojem je <ATB = 120°.

.
222/7 !

Drugo rjesenje.
Oznac¢imo x = |AT| = |TE| = |EA.
Buduéi da teziste dijeli tezi$nicu u omjeru 2 : 1, slijedi da je |BT| = 2. 1 bod

Neka je ¢ = <BAT. Tada je <ABT = 60° — ¢. Prema poucku o sinusima na trokut

ABT slijedi

sin(60° — @) |AT| 1
= = —. 2
sin ¢ |BT| 2 boda

Koristec¢i adicijsku formulu dobivamo

1 sin(60° — )  sin60° - cosp — cos60° - sin 1 bod
— = = : 0

2 sin @ sin @

1 3 5 1 2
Dakle, L = V3 cosg 1. cosp 2
2 2 sinp 2 sing /3

Kako bismo dobili cos ¢, kvadrirajmo dobiveni izraz i uvrstimo sin® ¢ = 1 — cos? ¢:

4 cos’p  costy

3 sinf¢  1—cos2g’

2

Odavde slijedi cos? ¢ = %, pa je cos p = (predznak je + jer je kut ¢ Siljast).

Sl

7
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Zadatak A-3.3.
Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi

4

. 2 X
—by)—12> :

sin(x Y) 5016
Rjesenje.
Buduéi da je vrijednost sinusa najvise 1 vrijedi sin(z? — 5y) — 1 < 0. 1 bod

4

Bududi da su kvadrati realnih brojeva nenegativni, vrijedi 2:(1)6716 > 0.
Slijedi da obje strane moraju biti jednake to¢no 0.
Stoga je x = 0. 1 bod
Zatim, iz sin(—5y) = 1 slijedi da je —5y = § +2k7, aondaiy = —5 — 2]“7”, za k € 7.
Skup rjesenja je stoga {( ' ~10 — 2’“?”) | k€ Z}.

Zadatak A-3.4.

Dana je kocka ABC'DA’'B'C'D’ duljine brida a. Ako je P ortogonalna projekcija tocke
B na prostornu dijagonalu AC’, odredi volumen piramide ABCDP.

Rjesenje.

Neka je P’ projekcija tocke P na ravninu ABCD. Tada je PP’ visina piramide
ABCDP.

Trokut AP'P je slican trokutu ACC" i vrijedi |P'P| : |CC’| = |AP| : |AC"|.

Trokut ABC" je pravokutan. Duljine kateta tog trokuta su [AB| = a i |[BC'| = av/2,
a duljina hipotenuze je |AC'| = aV/3. 1 bod
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Duzina BP je visina na hipotenuzu. IzraZavanjem povrsine trokuta ABC’ na dva

nac¢ina dobivamo

a‘a\/i_a\/§~|BP]

2 2
o . 2
pa slijedi da je |BP| = a\/;. 1 bod
Trokut ABP je pravokutan, pa primjenom Pitagorinog poucka dobivamo
2 2 3
|AP|? = a®> — Za® = a—, odnosno |AP| = ave
3 3 3
Dakle, vrijedi |AP]| : |[AC'| = 1. Stoga je |PP'| = g
Baza piramide ABCDP je kvadrat stranice duljine a, pa je trazeni volumen jednak
1 3
Looa_d
3 3 9

Napomena: Dva boda u sredini se mogu ostvariti i na sljede¢i nac¢in. Prema Euklidovom
teoremu, u pravokutnom trokutu ABC’ vrijedi |AP| - |AC'| = |AB|? (1 bod).

2
Slijedi da je |AP| = T/ﬁ - a;/g (1 bod)
a

Zadatak A-3.5.

Kvadrat je podijeljen na konac¢an broj manjih kvadrata ¢iji opsezi su prirodni brojevi.

Mora li i opseg pocetnog kvadrata biti prirodni broj?
Rjesenje.

Opseg pocetnog kvadrata mora biti cijeli broj.

Promotrimo jednu stranicu pocetnog kvadrata. Nju c¢ini kona¢no mnogo stranica ma-

njih kvadrata — neka su njihovi opsezi Oq,...,0, € N. Tada je duljina te stranice
jednaka O + 4 Ok

n —_— DR —_—
) 4 4

Stoga je opseg pocetnog kvadrata jednak O; + --- 4+ Oy, Sto je prirodan broj jer je

jednak zbroju prirodnih brojeva. 6 bodova

Napomena: Odgovor bez obrazlozenja nosi 0 bodova. Uenik na ovom zadatku ne moze

ostvariti broj bodova razli¢it od 0 ili 6.

Zadatak A-3.6.

Odredi sve vrijednosti realnog parametra a takve da za svaki realni broj x vrijedi

sinz+acosz+a®> > 1+ coszx.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2016.
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Prvo rjesenje.

Zamjenom sin’ z s lijeve strane s 1 — cos? 2, dobivamo ekvivalentnu nejednakost:
1 —cos’x + acosx + a? > 1+ cosz,
odnosno

0> cos’x + (1 —a)cosz — a*. 2 boda

Primijetimo da je desna strana kvadratna funkcija u cosz pa uvedimo supstituciju
t = cosz. Pri tome je t € [—1,1].

Zadnja dobivena nejednakost znaci da graf kvadratne funkcije f(t) = t* + (1 — a)t — a?

lezi ispod x-osi za t € [—1,1]. 2 boda

Da bi graf na tom intervalu lezao ispod z-osi, nuzno je i dovoljno da je f(—1) < 0 i
f(1) <0. 3 boda

Budu¢i da je f(—=1) =1 —1+a —a? = a(l — a), iz uvjeta f(—1) < 0 slijedi da je
a € (—o00,0] U[1, c0). 1 bod

Sli¢no, iz f(1) =2 —a — a® < 0 dobivamo da je a € (—oo, —2] U [1, 00).

Presjekom dobivenih skupova zaklju¢ujemo da je rjeSenje a € (—oo, —2] U [1, 00).

Drugo rjesenje.

Uvrstavanjem = = 0 dobivamo da mora vrijediti a + a? > 2, odnosno a® +a — 2 > 0,
Sto je ekvivalentno (a + 2)(a — 1) > 0. Iz toga slijedi da je a € (—o0, —2] U [1, 00).
Dokazimo sad da za takve a nejednakost zbilja vrijedi za sve realne x.

Nejednakost je ekvivalentna sljedec¢ima:

acosx—cosx+a2—1+sin2x>0,
a—1)cosz+ (a—D(a+1)+sin?z >0
( :

(a —1)(a+ 1+ cosz) +sin’z > 0.

Umnozak s lijeve strane je nenegativan za a > 1 jer su oba faktora nenegativna (tj.
vrijedia—1>0tea+1+cosz>1+1+(—-1)=1>0).

Za a < —2 je prvi faktor a — 1 o¢ito negativan, a drugi a+1+cosx < —2+1+1 =0,
pa su oba faktora negativna ili nula, Sto znac¢i da im je produkt nenegativan.
U oba slu¢aja nejednakost vrijedi jer je i sin® z nenegativan.

RjeSenje je a € (—oo, —2] U [1, 00).

Napomena: U oba rjeSenja primjenjujemo sljede¢u bodovnu shemu. 3 boda se dodjeljuje
za dokaz da a mora biti trazenog oblika na temelju uvrstavanja pogodnih vrijednosti za
z (x =0, cosx =1 1itd.), od ¢ega 1 bod nosi konatno rjesenje. 2 boda nosi zapisivanje
nejednakosti u pogodnom obliku koji omogucava dokaz da ¢e za a € (—oo, —2]U[1, 00)
nejednakost vrijediti za sve x € R. Konacno, 5 bodova nosi ideja kako dokazati da ce
za a € (—oo, —2] U[1, 00) nejednakost vrijediti za sve z € R.
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Zadatak A-3.7.

Nadi sve prirodne brojeve n takve da je broj n™ — 3 djeljiv s 10.
Rjesenje.

Da bi n™ — 3 bio djeljiv s 10, zadnja znamenka mu mora biti 0.

Ako je zadnja znamenka broja n parna (n je paran), onda je zadnja znamenka broja
n™ — 3 neparna, pa sigurno nije nula.

Ako je zadnja znamenka n jednaka 1, onda isto vrijedi i za n", pa je zadnja znamenka
n™ — 3 jednaka 8, a ne 0. 1 bod

Ako je zadnja znamenka n jednaka 5 (broj je djeljiv s 5), onda isto vrijedi i za n", pa
je zadnja znamenka n" — 3 jednaka 2, a ne 0.

Ako je zadnja znamenka n jednaka 9, onda je zadnja znamenka potencije od n jednaka
9 ili 1, pa je zadnja znamenka od n™ — 3 jednaka 6 ili 8, a ne 0.

Kao moguca rjeSenja, preostaju brojevi koji zavrsavaju s 3 ili 7, odnosno brojevi oblika
10k +3110k+ 7.

Zan = 10k+3, promotrimo koje se zadnje znamenke pojavljuju kod potencija od takvih
n. Ostaci koje 3% daje pri dijeljenju s 10 su redom 3,9,7,1,3,9,7,1.... Primijetimo
da su ti ostaci periodicni, pa slijedi da eksponent n mora biti oblika 4/ + 1. Iz toga
dobivamo da je n oblika 20m + 13.

Analogno, potencije od n = 10k + 7 pri dijeljenju s 10 daju ostatke 7,9,3,1,..., pa je

n oblika 41 4+ 3. 1z toga dobivamo rjesenja n = 20m + 7, m € N. 3 boda

Rjesenja su brojevi n = 20m 4+ 7 in = 20m + 13 za m € Ny, tj. svi prirodni brojevi
koji pri dijeljenju s 20 daju ostatak 7 ili 13.
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak A-4.1.

Danjeniza; =1,a, =11

2 2 2
a a )
2

Up1=—+2+-+— za neN, n>2
aq a9 ap—1

Odredi asgi6.

Rjesenje.

Izra¢unamo li prvih nekoliko ¢lanova niza mozemo naslutiti da je a,, = (n — 2)! za sve
prirodne brojeve n > 2. 1 bod
Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.
Zan=2in=3vrijediag=1=0liaz=1=1.

Neka je n prirodni broj i pretpostavimo da je ay = (k — 2)! za sve prirodne brojeve
k < n. Buduéi da vrijedi
2
a
py1 = Qp + ——, 1 bod
An—1

zbog pretpostavke indukcije slijedi

(n—2)!(n—2)!
(n—3)!
=n-2)l+(n-2)!(n—-2)
=n-2)-(n—-1)=(n-1)

a1 = (n—2)! +

Prema principu matematicke indukcije slijedi da je a,, = (n — 2)! za sve n > 2.
Dakle, aspie — 2014!.

Zadatak A-4.2.

Iz intervala [0, 1] na slu¢ajan nac¢in biraju se brojevi a i b. Kolika je vjerojatnost da
jednadzba ax? + bx + a = 0 nema realnih rjesenja?
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Rjesenje.
Jednadzba nema realnih rjeSenja ako i samo je diskriminanta negativna, tj. b* < 4a?.
Bududi da je a,b > 0, b? < 4a? je ekvivalentno uvijetu b < 2a.

Trazena vjerojatnost geometrijski odgovara omjeru povrsina lika ispod pravca b = 2a
unutar jedini¢nog kvadrata i samog kvadrata.

a

Pravac b = 2a sijece pravac b = 1 u tocki (%, 1), pa je osjencani lik trapez s osnovicama
duljine 1 i %, te visinom duljine 1.

Vjerojatnost da jednadZba ax? + bx + a = 0 nema rjesenja iznosi 1

Zadatak A-4.3.

Neka je ABCDEF Sesterokut upisan u kruznicu. Duina BE sije¢e duzinu AC u tocki
@, a dwzinu DF u totki H. Ako je |CG| = |HG| = 3, |BG| = |HD| = 2i |HF| = 5,
odredi |AC/|.

Rjesenje.
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Prema poucku o potenciji tocke obzirom na kruznicu, vrijedi |HB|-|HE| = |HD|-|HF |,
odnosno |HE| = 2. 2 boda

Dakle, vrijedi |GE| =2+ 3 =5. 1 bod

Racunajuéi potenciju toc¢ke G na zadanu kruznicu slijedi |GA| - |GC| = |GB| - |GE|,
odnosno |GA| = 2.

Sada slijedi |AC| = |AG| + |GC| = &.
Napomena: Umjesto poucka o potenciji tocke obzirom na kruznicu, ucenici mogu kori-
stiti sli¢cnost. Buduéi da su obodni kutovi nad istom tetivom slijedi <EFH = <EBD

i <CBE = <CAE. Sada lako dokazujemo da su trokuti EF'H i DBH sli¢ni, te da su
trokuti BCG i AEG sli¢éni.

Zadatak A-4.4.

Neka su a, b i c cijeli brojevi. Ako je broj 4a + 5b — 3¢ djeljiv s 19, dokazi da je i broj
6a — 2b + 5c¢ djeljiv s 19.

Rjesenje.

Uoc¢imo da vrijedi

2 (6a—2b+5c) =3-(4da+5b—3c)—19-(b—c).

Ako 19 dijeli 4a + 5b — 3¢, onda ocito dijeli i desnu stranu gornjeg izraza.
Zbog toga mora dijeliti i lijevu stranu, tj. 2 - (6a — 2b + 5c¢).
Odavde zakljucujemo da 19 dijeli 6a — 2b + 5c.

Zadatak A-4.5.

Je li moguce obojati svako polje ploce dimenzija 8 x 8 jednom od 16 boja tako da za
svake dvije boje postoje dva susjedna polja obojana u te dvije boje?

Dva polja su susjedna ako imaju jednu zajednicku stranicu.

Prvo rjesenje.

Odgovor je ne.

Dvije od 16 boja mozemo izabrati na (126) = 120 nacina.

Da bi uvjet zadatka bio zadovoljen, za svaki par boja mora postojati par susjednih
polja, odnosno stranica koja povezuje dva susjedna polja.

Prebrojimo koliko ima stranica (bridova) koje dijele dva susjedna polja.

U svakom od 8 redaka ima 7 takvih vertikalnih stranica, te u svakom od 8 stupaca ima
7 takvih horizontalnih stranica, $to je ukupno 112.

Prema tome, ne moze postojati po jedna stranica za svaki par boja.
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Drugo rjesenje.
Pretpostavimo da je takvo bojanje moguce.

Jedno polje ima najviSe 4 susjeda. Za fiksnu boju b trebamo barem 4 polja u toj boji
kako bismo imali 15 parova oblika (b, ¢) gdje je ¢ neka druga boja.

Dakle, u svakoj boji moramo imati barem 4 polja. No broj polja je 64 1 16 -4 = 64, pa
mora vrijediti da u svakoj boji imamo to¢no 4 polja.

Promotrimo boju kojom je obojano polje u nekom uglu, primjerice gornjem lijevom. U
toj boji postoje jos 3 polja, koja imaju najvise po 4 susjeda svako, a polje u uglu ima
2 susjeda. Prema tome, polja u toj boji imaju najvise 14 susjeda. Ta boja ne moze
biti susjedna sa svih 15 preostalih boja, sto je kontradikcija s pretpostavkom.

Dakle, odgovor je ne.

Napomena: Odgovor bez obrazlozenja nosi 0 bodova.

Zadatak A-4.6.

Parabola y = 2% + ax + b sije¢e koordinatne osi u tri razli¢ite tocke A, B i C. Srediste
kruznice opisane trokutu ABC lezi na pravcu y = z. Dokazi da jea+b+1=0.

Prvo rjesenje.

Presjeci parabole s koordinatnim osima su A(z4,0), C(z9,0) i B(0,b).

I
Ly
|
I y==
|
|
<. 1
o~ |
|
< .
|
|
I ~
L Sl
|
. . = . . 1+ T2
Simetrala stranice AC ima jednadzbu z = 5 1 bod
Iz Viéteove formule imamo x; + z9 = —a. Prema tome, simetrala stranice AC' ima
. . a . . . .. . a
jednadzbu x = —g pali srediSte kruznice ima z-koordinatu —5 1 bod

a a
Buduéi da lezi na pravcu y = x, srediste ima koordinate (—5, —§>

_ xy b
Simetrala duzine AB je pravac kroz tocku (21, 2> okomit na AB. Koeficijent smjera
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0—b

pravca AB je 0= o pa jednadzba simetrale stranice AB glasi
T — T
b 1 < (L’l) . b ZE% Ty
S Pt ti. = Ly 2 bod
Y p T Y Ty T oce

Srediste lezi na tom pravcu, pa uvr§tavanjem njegovih koordinata imamo

odnosno
—ab = b* — 22 — 110 1 bod

S druge strane, z; je rjesenje pocetne kvadratne jednadzbe pa vrijedi 22 + z,a + b =10bod

Iz zadnje dvije jednakosti slijedi

—ab=0b+b, tj. bla+b+1)=0. 2 boda

Uocimo da mora vrijediti b # 0 jer bi se u suprotnom tocka B podudarala s A ili C.

Prema tome, mora vrijediti a + b+ 1 = 0. 1 bod
Drugo rjesenje.
Presjeci parabole s koordinatnim osima su A(z1,0), C(x9,0) i B(0,b).
_ b
Simetrala stranice AB je pravac kroz tocku <I21, 2) okomit na AB. Koeficijent smjera

0—b

x1—0:

pravca AB je ——, pa jednadzba simetrale duzine AB glasi
T

b T . b xy m
y‘§‘€(x_?)’ L TR 2 boda

Analogno, jednadzba simetrale duzine BC' glasi
y=—-+—=+4—u. 1 bod
Izjednac¢avanjem po x dobivamo

b b a2 b b w3
b, by _ b b am) 1 bod
x1<y 2 2b> x2<y 2 2b> ©

Sredivanjem dobivamo

20y (w9 — x1) — V(12 — 71) _ @ —

2I1£L'2 2

Uocimo da je x1 # x5 i b # 0 jer u suprotnom ne bismo imali tri razli¢ita sjecista.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2016. 25/27



Dijeljenjem sa *25* dobivamo

1
2 <y _ b) LI
2 T1To

Viéteova formula daje x1z9 = b, pa imamo 2y — b = —1.

Simetrala stranice AC ima jednadzbu x = “3%2,

Iz Viéteove formule imamo x; + zo = —a. Prema tome, simetrala stranice AC' ima

jednadzbu z = —3, pa i srediste kruZnice ima z-koordinatu —3.

Budud¢i da lezi na pravcu y = z, sredisSte ima koordinate (—g, —g).
Slijedi
2.%;—b:—4, ti. a+b+1=0.
Zadatak A-4.7.
Odredi sve parove prirodnih brojeva (z,y) za koje vrijedi 22 — y! = 2016.

Prvo rjesenje.
Broj 2016 je djeljiv brojem 32 i nije djeljiv brojem 64.

Uoc¢imo da ne moze vrijediti y = 1. Dakle, mora vrijediti y > 2, pa je y! paran. Zato
x mora biti paran broj. 1 bod

Bududéi da su onda i 22 1 2016 djeljivi s 4, i y! mora biti djeljivo s 4, pa je y > 4.

Sada moZzemo zakljuditi da je y! djeljivo sa 8, pa x? mora biti djeljivo s 8. To znadi da
x mora biti djeljiv s 4, odnosno da je x? djeljivo sa 16. Dakle, 3! je djeljivo sa 16, pa
jey > 0. 1 bod

Ako je y > 8, onda je y! djeljivo sa 128, a posebno i s 32 pa x? mora biti djeljivo s 32.

To znadi da x mora biti djeljiv barem sa 8, odnosno da je 22 djeljivo i sa 64.

Iz toga bi slijedilo da je 2016 djeljivo sa 64, Sto nije istina. Zato je y < 7.

Provjerom vidimo da 2016 + 6! nije potpun kvadrat, a 2016 + 7! = 7056 = 842, pa je

jedino rjesenje (x,y) = (84, 7). 1 bod

Drugo rjesenje.

Ako je y = 7, onda je 2% = 2016 + 7! = 7056 = 842, pa je jedno rjeSenje (z,y) = (84,7). 1 bod

Uvrstimo li redom y =1, y =2, ..., y = 6 dobivamo da bi 2% morao biti jednak

2017, 2018, 2022, 2040, 2136, 2736.

Provjerimo kvadrate prirodnih brojeva koji su najblizi navedenim brojevima. To su

44% = 1936, 45% = 2025, 462 = 2116, 47% = 2209, te 522 = 2704, 53% = 2809

Na ovaj nac¢in smo provjerili da 2016 + y! nije kvadrat prirodnog broja za y < 6.

Kao u prvom rjesenju dokazujemo da y > 8 ne daje rjeSenje. 6 bodova
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