Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje
Hrvatsko matematicko drustvo

DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta

Primosten, 5. travnja 2016.

1. Izracunaj zbroj
22+1+32+1+ +1002+1
22—-1 32-1 1002 — 1

2. Dana je duzina AD duljine 3. Neka su B i C (C # A) tocke na kruznici s promjerom AD
takve da vrijedi |[AB| = |BC| = 1. Izra¢unaj |CD|.

3. Odredi sve trojke realnih brojeva (z,vy, z) takve da vrijedi

1 1 1 1 1 1 1 1 1

r y+z 3 y z+ax 5 z x+y T

4. Neka su a, b i c prirodni brojevi takvi da vrijedi

Lbol
c=a+ — — —.
a b

Dokazi da je ¢ kvadrat nekog prirodnog broja.

5. U ravnini je oznaceno 15 tocaka. Neke su obojane crveno, neke plavo, a ostale zeleno.
Poznato je da je broj crvenih tocaka veéi i od broja plavih i od broja zelenih tocaka.
Zbroj duljina svih duzina kojima je jedna krajnja toc¢ka crvena, a druga zelena iznosi 31.
Zbroj duljina svih duzina kojima je jedna krajnja tocka zelena, a druga plava iznosi 25.
Zbroj duljina svih duzina kojima je jedna krajnja tocka plava, a druga crvena iznosi 5.

Odredi broj tocaka svake boje.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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Primosten, 5. travnja 2016.

1. Neka su a, b i c realni brojevi takvidajea+2b+c¢>01ia—2b+c <0.
Dokazi da vrijedi b? > ac.

2. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) za koje postoje cijeli brojevi a, b i ¢ takvi da
vrijedi
a+b+c=0 i a>+b0*+c*=2"-3"

3. Neka je ABC trokut takav da je |AB| > |AC|. Neka je ¢t tangenta na opisanu kruznicu
trokuta ABC' u tocki A. Kruznica sa srediStem u tocki A koja prolazi tockom C' sijece
stranicu AB u toc¢ki D, a pravac t u tockama F i F tako da su C i E s iste strane pravca
AB. Dokazi da srediste upisane kruznice trokuta ABC' lezi na pravcu DE.

4. QOdredi sve trojke pozitivnih realnih brojeva (z,y, z) takve da vrijedi

1 1 1
3+ 27+ — =1, Y4222 — =1, 22422 4 — = 1.
4z 4x 4y

5. Dana je ploca s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguée ukloniti dva polja u zadnjem
stupcu te ploce tako da dobivenu plo¢u mozemo prekriti bez preklapanja plocicama oblika
kao na slici? Plocice je dozvoljeno rotirati.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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1. U konveksnom ¢etverokutu ABC'D vrijedi |AD| = |CD|i <ADC = 90°. Ako je |AB| = a,
|BC| = b, |BD| = d, <ABC = j3, dokazi da vrijedi

2d* = a® + b* + 2absin .

2. Dokazi da ne postoji prirodni broj k£ takav da su
k+4 i Kk +5k+2

kubovi nekih prirodnih brojeva.

3. Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi xyz = 1. Dokazi nejednakost

2%+ 2 642 2542 x z
+ L2y >3<+y+>.
a3 Y3 z3 y z x

4. Neka je H ortocentar $iljastokutnog trokuta ABC'. KruZnica opisana trokutu ABH ima
srediSte S 1 sijee duzinu BC u tockama B i D. Neka je P presjek pravca DH i duZzine
AC, te neka je () srediSte opisane kruznice trokuta ADP.

Dokazi da je cetverokut BDQS tetivan.

5. Dana je ploca s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguce ukloniti dva polja u zadnjem
stupcu te ploce tako da dobivenu plo¢u mozemo prekriti bez preklapanja plocicama oblika
kao na slici? Plocice je dozvoljeno rotirati.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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1. Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve z,y € R vrijedi

flzy+1) = f(x)f(y) — fly) — v +2.

2. U jednom retku redom su napisani brojevi 1, 2, ..., 2016. U svakom iduc¢em retku
napisani su redom zbrojevi dvaju susjednih brojeva. Npr. u drugom retku su napisani
brojevi 3, 5, ..., 4031. U zadnjem retku je samo jedan broj. Koji je to broj?

3. U konveksnom cetverokutu ABC D vrijedi

IBAC = 48°, <CAD = 66°, <CBD = <DBA.
Odredi kut <BDC.
4. Nadi sve trojke prirodnih brojeva (m,n, k) takve da vrijedi 3™ + 7" = k2.

5. U utrci sudjeluje 200 biciklista. Na pocetku utrke biciklisti su poredani jedan iza drugoga.
Kazemo da neki biciklist pretjece ako mijenja mjesto s biciklistom neposredno ispred sebe.
Tijekom utrke poredak se mijenja samo kad neki biciklist pretjece.

Neka je A broj svih moguéih poredaka na kraju utrke u kojoj je svaki biciklist pretjecao
to¢no jednom, te neka je B broj svih moguéih poredaka na kraju utrke u kojoj je svaki
biciklist pretjecao najvise jednom. Dokazi da vrijedi

2A=B.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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