SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta

17. sijecnja 2013.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.
1
Odredi realni broj a tako da x = 3 bude rjesenje jednadzbe

z+1 11—z 4a2 1 1—a 1
- - f - 1) ==
l—2z x4+1 22-1 a3 + a? a? 2

Prvo rjesenje.

Najprije sredimo izraze u zagradama:
r+1 1—z 422 (+1)2—(1—x2)*+42® 4a* +4x 4z
_ _ — = = , 1 bod
l—x z4+1 22-1 1 — a2 1 — a2 1—x
1 l—a_ 1 l—a_
a’ + a? a? a2(a+1) a?
_1-(1—-a)(a+1)—a*(a+1)
B a’(a+1)
2 2 1 43
_a a(a—l—): @@ _ a ! bod
a’(a+1) a’(a+1) a+1
Stoga dana jednadzba postaje
4 1
(-1 ) =2 1 bod
11—z a+1 2
4z 1 ‘3
Kako je vrijednost izraza | za v = — jednaka . 2 =1, 1 bod
p— x —_ =
2
: Lo ... : . .. a 1
da bi x = = bilo rjeSenje te jednadzbe, mora biti 4 | — = —. 1 bod
a+1 2
Rjesavanjem ove jednadzbe po a dobivamo redom
o _1 8a=a+1 9a = 1
TI1- % a=a+1, a=
pajea=—— 1 bod
9
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Drugo rjesenje.
Sredivanjem izraza

1 1—a —a? a

_ 1= = — 1 bod
ad +a? a? a’(a+1) a+1
) . ) 1 ) . . 4a 1
i uvrstavanjem r = — dana jednadzba postaje — =-. 4 boda
2 a+1 2
1
Rjesavanjem ove jednadzbe po a dobivamo a = ~9o 1 bod
Trece rjesenje.
Kao u prvom rjesenju dolazimo do jednadzbe
4
e 2 3 boda
l—2 a+1 2
Rjesavanjem dobivamo
a x-—1
a+1 8z
a-8c=(a+1)(x—1)
axr=axr+xr—a—1
(Ta—1)z=—-a—1
a+1
= _ 1 bod
’ Ta —1
1 1
Ako je x = % rjeSenje jednadzbe, onda je — atl_Z 1 bod
Ta—1 2
1
odnosno —2(a+1) =7a— 1 pajea = ~9 1 bod

Napomena: Izraz u prvoj zagradi definiran je za sve z € R\ {1, —1}, a izraz u drugoj
zagradi za sve a € R\ {0,—1}. Uceniku treba dodijeliti bodove neovisno od toga je li
OVO napisao.

Zadatak A-1.2.

Na ispitu iz matematike rjesava se 40 zadataka. Tocan odgovor vrijedi 15 bodova, a
neto¢an —4 boda. Dinko je rijesio sve zadatke, no nazalost neke pogresno. Koliko je
pogresnih odgovora dao, ako je ukupno imao 353 boda?
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Rjesenje.

Neka je Dinko pogresno rijesio x zadataka.
Broj zadataka koje je to¢no rijesio je 40 — x,
pa ima ukupno 15 - (40 — z) — 4 -  bodova.
Stoga treba rijesiti jednadzbu

15- (40 —z) —4 - x = 353.
Sredivanjem se dobije jednadzba 600 — 192 = 353, odnosno 19z = 247, pa je rjeSenje
r = 13.
Dinko je pogresno rijesio 13 zadataka.

Napomena: Ucenik treba napisati sto predstavlja nepoznanica koju je uveo ili napisati
odgovor na kraju. Ako ne napiSe ni jedno ni drugo, treba mu oduzeti 1 bod.

Zadatak A-1.3.

Duljine kateta pravokutnog trokuta su 6cm i 8cm. Koliki je polumjer tom trokutu
opisane kruznice?

Rjesenje.
Prema Pitagorinom teoremu duljina hipotenuze tog trokuta je 10 cm.

U pravokutnom trokutu srediste opisane kruznice je u polovistu hipotenuze, a duljina
polumjera opisane kruznice jednaka je polovini duljine hipotenuze.

Trazeni polumjer je 5 cm.

Zadatak A-1.4.
Samo je jedan djelitelj broja 3'2 — 1 veéi od 70 i manji od 80. Odredi ga.

Prvo rjesenje.
Rastavimo dani broj na faktore:
3% —1=(3-1)(3°+1)
=(3*-1)(3%+1) (3°+1)
=(B-1)(3+3+1)3B+1)(3*=3+1)(3°+1) (3" =3 +1)
=2-13-4-7-10-73.
Trazeni djelitelj je broj 73.

Napomena: Od ucenika se ne trazi da pokazu da nema drugih djelitelja izmedu 70 i 80.
Medutim, kada je poznat rastav na proste faktore 3'2 —1 =2*.5.7-13-73 to se lagano
provjeri.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2012./2013.

1 bod
1 bod
2 boda

1 bod

1 bod

1 bod

3 boda
2 boda

1 bod
1 bod

3 boda

1 bod

3/25



Drugo rjesenje.
Rastavimo promatrani broj 3'2 — 1 =27 — 1 = 7292 — 1 = 531440 1 bod

na proste faktore:

531440 = 10 - 8 - 6643
=2%.5.7.949
=2.5.7-13-73 4 boda

Trazeni djelitelj je broj 73. 1 bod

Napomena: U ovom nacinu rjeSavanja ne moze se dati vise od 1 bod uceniku koji
pogrijesi u racunu.

Trece rjesenje.

Direktno ¢éemo provijeriti da je 3'2 — 1 djeljivo sa 73. RjeSenje zapisujemo pomocu
kongruencija:

32 -1=81>-1=(73+8)*-1
=8 -1 (mod 73)
=64-8—1=(73-9)-8—-1
=-9.-8-1=-73=0. (mod 73) 6 bodova

Napomena: Od ucenika se ne trazi da pokazu da nema drugih djelitelja izmedu 70 i 80
pa da ovakvo rjesenje treba priznati kao potpuno.

Prirodan pristup zadatku bio bi promatranje koji bi od brojeva 71, 72,..., 79 mogli
biti djelitelji od 3'? — 1. Brojeve djeljive s 3 lako je eliminirati. S ostalim brojevima
moze se postupiti sli¢no kao sto je ovdje napisano za broj 73 ili na neki drugi nacin.
Ucenik koji eliminira neke od brojeva, za prvi eliminirani broj dobiva 1 bod i za svaka
sljede¢a dva eliminirana broja po 1 bod.

Zadatak A-1.5.

Dan je pravilni 2013-erokut A;As ... Asgi3. Neka je S sjeciSte duzina A1 A, i AszAs.
Odredi mjeru kuta <tA3SA;.

Rjesenje.
. o . - 360°
Neka je ¢ vanjski kut pravilnog 2013-terokuta. Vrijedi ¢ = 5013" 1 bod
As
Promatrajuci jednakokrac¢ni trokut A3A;As dobivamo da je <<A;A3A; = %(p. 1 bod
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Uocimo da je A;A;A3Ay jednakokracni trapez.
Stoga je <IA1A4A3 = 180° — <IA2A3A4 = Q.

Sada promatrajuéi trokut Az A4S vidimo da je

<IA3$A4 = 1800 - <ISA3A4 - <IA3A4S

1 3
=180° — —p — p = 180° — =¢.
290 ¥ 2<P
Konacno, trazeni kut je
3 360° 3 2010 670
A3SAL = 180° — = - — 180° — 180° - ——— = = . 180° = —— - 180°.
WA =180 = 5 oy = 80 180T o = gong 180 = Gy 10

Napomena: Ovdje su radi preglednosti svi kutovi izrazeni pomocéu ¢ (to je ujedno
i sredi$nji kut). Analogno se boduju rezultati izrazeni preko nekog drugog kuta ili
eksplicitno napisani. Konac¢ni rezultat treba priznati i ako posljednji razlomak nije
skracen.

Zadatak A-1.6.

Odredi najmanji prirodni broj n tako da je polovina od n kvadrat nekog prirodnog
broja, tre¢ina od n kub nekog prirodnog broja, a petina od n peta potencija nekog
prirodnog broja.

Rjesenje.
Neka je n trazeni broj. Kako je n najmanji s opisanim svojstvima, a znamo da je djeljiv
s 2, 315, mora biti oblika n = 2¢ - 3% - 5¢, gdje su a, b, c prirodni brojevi.

Polovina tog broja je 2471-3%.5¢. Da bi taj broj bio kvadrat prirodnog broja, eksponenti
a— 1, bic moraju biti djeljivi s 2.

Analogno, treé¢ina broja n je 2¢-3*~1 . 5¢ pa iz uvjeta da je treé¢ina od n kub prirodnog
broja zakljuc¢ujemo da su a, b — 1 1 ¢ djeljivi s 3.

Petina tog broja, 2¢ - 37 - 5¢~1, bit ée peta potencija prirodnog broja ako su a, bic—1
djeljivi s 5.

Treba odrediti najmanje prirodne brojeve a, b i ¢ s tim svojstvima.

Najmanji broj a koji je djeljiv s 3 1 5, a nije djeljivs 2 je a = 15.

Najmanji broj b koji je djeljiv s 21 5, takav da je b — 1 djeljiv s 3 je broj b = 10,

a najmanji broj c koji je djeljiv s 2 i 3, takav da je ¢ — 1 djeljivo s 5 je broj ¢ = 6.
Stoga je trazeni broj n = 2% -3'%.55 (= 30233088000 000)

Napomena: U oba slu¢aja 4 boda se daje za tri analogna zakljucka/rezultata. Ako

ucenik ima samo jedan (bilo koji) od tih rezultata treba mu dati 2 boda, a ako ima dva
od tri rezultata, onda 3 boda.
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Zadatak A-1.7.

Ivica i Marta imaju dva identi¢na seta od pedeset karata s razli¢itim simbolima. Svaki
od njih promijesa svoj set karata. Potom Ivica stavi na stol svoj set karata, a zatim
Marta stavi svoje karte na Ivicine. Ivica zatim broji koliko je karata izmedu poje-
dine dvije identicne karte, za svaki od 50 parova identi¢nih karata, te zbraja dobivene
brojeve. Koje sve rezultate Ivica moze dobiti?

Prvo rjesenje.

Najprije ¢emo pokazati da se rezultat ne mijenja ako dvije karte u Ivi¢inom setu zami-
jene mjesta.

Recimo da se zamijene dvije karte medusobno "udaljene" za k mjesta (izmedu kojih je
k — 1 karata). Neka je na prvoj od njih simbol A, a na drugoj simbol B. Tada se broj
mjesta izmedu dviju karata A (iz Ivi¢inog i Martinog seta) smanjio za k, ali se broj
karata izmedu dviju karata B povec¢ao za k. Time se ukupni rezultat nije promijenio.

Analogno se pokazuje da se rezultat ne mijenja ako dvije karte u Martinom setu zami-
jene mjesta.

To zapravo znac¢i da rezultat ne ovisi o poretku karata, jer se svaki poredak karata
moze dobiti uzastopnim zamjenama dviju karata.

Stoga rezultat mozemo izraCunati tako da pretpostavimo neki raspored karata.

Odabrat ¢emo najjednostavniji moguéi: poredak karata u Ivi¢inom setu karata isti je
kao poredak karata u Martinom setu. U tom slucaju izmedu svake dvije identi¢ne karte
nalazi se to¢no 49 karata, pa je trazeni rezultat 49 - 50 = 2450.

Drugo rjesenje.

Neka se svaki set sastoji od karata St,. .., S50. Neka su a;, b; pozicije karte S; u Ivicinom
odnosno Martinom setu karata nakon mijesanja (1 < a;,b; < 50, Vi = {1,...,50}).

Kada se karte stave jedne na druge, izmedu dviju karata S; bit ¢e
(b; +50) —a; — 1 karata,

jer je jedna od njih na poziciji a; u donjem setu, a druga na poziciji b; u gornjem.

Stoga je trazeni rezultat jednak

(b1 +50—a; — 1)+ (ba +50 —as — 1)+ ...+ (bso + 50 —az — 1) =
:(b1+b2++b50)—(a1+@2++G50)+505O—501

Svaka zagrada sadrzi zbroj svih brojeva od 1 do 50, pa je rezultat

= 50 - 50 — 50 = 2450.

Napomena: Ucenik koji rac¢una zbroj udaljenosti izmedu parova identi¢nih karata dobit
¢e rezultat 2500. U tom slucaju uceniku treba oduzeti 1 bod.

Napomena: Oznacavanje karata pri kojem je p; redni broj karte na i-toj poziciji ne vodi
rjeSenju pa za uvodenje takvih oznaka ne treba dati bodove.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
17. sijecnja 2013.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.
Koji broj ima vise djelitelja u skupu prirodnih brojeva, 20132 ili 20480 ?

Rjesenje.

Rastav broja 2013 na proste faktore je 3-11 - 61 1 bod
pa su djelitelji broja 20132 = 3%-112-612 oblika 3%-11°-61¢ pri ¢emu su a, b, ¢ € {0, 1, 2}.

Takvih brojeva ima 3 - 3 -3 = 27. 2 boda
Rastav broja 20480 na proste faktore je 20480 = 2'2 . 5. Njegovi djelitelji su brojevi 1 bod
oblika 2F i 2% .5 za k = 0,1,...,12. Takvih je brojeva ukupno 2 - 13 = 26. 1 bod
Broj 2013? ima vise djelitelja. 1 bod

Zadatak A-2.2.
Odredi kompleksni broj z takav da je

1 1
Re T i mo— ~
Prvo rjesenje.
Dane uvjete mozemo zapisati jednom jednadzbom
1
=2—1, 2 boda
1—2
odakle dalje slijedi
1
1—2z= ; 1 bod
2—1
2 1
1_Z:g+5i 2 boda
3 1
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Drugo rjesenje.

Stavimo z = a + bi. Tada je

I
l—2z 1l—a—bi (1—a)—bi
B 1 (I1—a)+bi (1—a)+bi
S (l—-a)—-bi (I1—a)+bi (1—a)2+b?
1—a b
= - . 2 bod
T-af 2 " T_aFi? oda
Rijesimo sustav
1—a b
S R . R
(1—a)?+0? (1—a)?+0?
Iz jednakosti
2 g2 1
(1—a)*+0b 25(1—61) =-b
zaklju¢ujemo da je 1 —a = —2b pa je 1 bod
(—2b)* +b* = —b
. . 1
odakle dobivamo b= 0 ili b = —5 1 bod
Za b = 0 dobijemo a = 1, z = 1, no to ocito nije rjeSenje. 1 bod
1 3 3 1
IZb:—gSIIJedla:glzzg—gZ 1 bod
Zadatak A-2.3.
Neka je ABC' pravokutan trokut i CON njegova visina. Ako je |[AC| = |BN| = 1, kolika
je duljina hipotenuze AB?
Prvo rjesenje.
Neka je |AN| =z i |[CN| = .
C
|
|
1 T
|
|
|
.
A x N 1 B
Prema Euklidovom poucku, vrijedi |AN| - |[NB| = |NC|? odnosno z - 1 = v 1 bod
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Prema Pitagorinom poucku, vrijedi |[CN|* = |[AC|> — |AN|? tj. v* = 1 — 22 1 bod

Slijedi # = 1 — 2% odnosno 22 +x — 1 = 0. 1 bod
-1 5
Rjesenje ove jednadzbe je x = %\/_ (drugo rjesenje je negativno), 2 boda
1 5
pa je duljina hipotenuze |AB| = |AN|+ |[NB| =2+ 1= +2\/_. 1 bod
Drugo rjesenje.
Neka je |AN| = x.
Po Pitagorinom poucku vrijedi
|ICN|? = |AC|> — |AN|]?* =1 — 27, 1 bod
|BO]? = |OCN|* + |[BN|* = (1 — 2*) + 1> =2 — 2,
|AB|]> = |AC)> + |BC|* = 1> + (2 — 2*) = 3 — 2°. 1 bod
Kako je |[AB| = |AN| + |NB| = z + 1 dobivamo jednadzbu (z + 1) = 3 — 22 1 bod
-1 5
odnosno z? + x — 1 = 0, ¢ije je jedino pozitivno rjeSenje x = +\/— 2 boda
1 5
Konacno, duljina hipotenuze je c = x + 1 = +2\/—. 1 bod
Napomena: Bez uvodenja nepoznanice x na isti nacin moze se dobiti jednadzba za
duljinu hipotenuze, ¢ — ¢ —1 = 0.
Zadatak A-2.4.
Dokazi da zbroj svih troznamenkastih brojeva ¢iji se dekadski zapis sastoji od tri raz-
licite znamenke razli¢ite od nula ima barem tri razli¢ita prosta djelitelja.
Rjesenje.
Neka je abc jedan takav broj.
Tada su i brojevi acb, bac, bca, cab, cba medu brojevima koje zbrajamo. 1 bod
Njihov zbroj je
abc + ach + bac + bea 4 cab + cba = (100a + 10b + ¢) + ... + (100¢ + 10b + a)
= 222a + 222b + 222¢ = 222(a + b+ ¢). 3 boda
Zato je i suma svih takvih brojeva djeljiva s 222, 1 bod
a to znadi da je djeljiva s 2, 31 37. 1 bod

Zadatak A-2.5.

U koordinatnom sustavu oznacene su sve cjelobrojne tocke (x,y) pri ¢emu je 1 < x <
2001 1 < y < 100, ukupno 20000 to¢aka. Koliko ima duzina duljine v/5 ¢ji su krajevi
oznacene tocke?
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Prvo rjesenje.

Duzina duljine v/5 je dijagonala to¢no jednog pravokutnika 2 x 1ili 1 x 2 s vrhovima
na toj mrezi tocaka.

Pravokutnik 2 x 1 (horizontalni) mozemo u bilo koji od 99 redaka postaviti na 198
mjesta.

Pravokutnik 1x2 (vertikalni) mozemo postaviti u bilo koji od 199 stupaca na 98 mjesta.

Ukupan broj njihovih dijagonala (tj. trazenih duzina duljine v/5) je

2(99 - 198 + 199 - 98) = 78208.

Drugo rjesenje.

Najprije ¢emo odrediti koliko duzina mozemo povuéi iz pojedine tocke (ovisno koliko
je blizu rubu) i koliko takvih toc¢aka ima.

* O A A A AN AN O %
o x ¢ ¢ ¢ O ¢ ¢ x O
A O OO 6 -0 60 6 0 A
VANV IO REORNO! O 0 6 O A
JANEE(IRONRORNNO! O 60 60 O A
A O OO 6 -0 60 6 0 A
o x ¢ ¢ 9 O ¢ ¢ x O
* O A A A A AN AN O *

Iz Getiri tocke * u samim kutovima mogu se povuéi po dvije duzine duljine /5.
Iz osam tocaka oznacenih sa [J moguce je povuci po tri takve duzine,

a iz svake od cetiri tocke x po cetiri takve duzine.

Iz ostalih to¢aka na rubu, oznacenih sa /A, mozemo povuéi po ¢etiri duzine duljine v/5.
Takvih tocaka ima 2 - 196 + 2 - 96 = 584.

Iz tocaka oznacenih sa ¢, u retku ili stupcu do ruba, mozemo povuéi po Sest takvih
duzina. Takvih toc¢aka ima takoder 2 - 196 + 2 - 96 = 584.

Svaka unutradnja tocka ® kraj je za osam duzina duljine v/5.
Takvih tocaka ima 196 - 96 = 18816.

Kada sve to zbrojimo dobit ¢emo dvostruki broj duzina duljine v/5 jer svaka duzina
ima dva kraja.

Stoga je konacni rezultat

1
5(4-2+8-3—|—4-4+584-4+584-6+18816-8):78208.
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Zadatak A-2.6.

Neka je 0 < a < b < ¢ < d i neka svaka od kvadratnih funkcija p(z) = 22 +dxr + a i
q(x) = 2* + cx + b ima dvije razli¢ite realne nultocke. DokaZi da su sve ¢etiri nultocke
medusobno razlicite.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo suprotno tvrdnji, da nisu sve ¢etiri nultocke medusobno razlic¢ite. S ob-
zirom da svaka funkcija ima dvije razli¢ite nultocke, to znaci da promatrane kvadratne
funkcije imaju jednu zajednicku nultocku.

(Ne mogu imati dvije zajednicke nultocke, jer bi se tada funkcije p i ¢ podudarale.)

Oznac¢imo tu zajednicku nultocku s zy. Tada je
v +drg+a=0 i x5+crg+b=0.
Oduzimanjem ovih jednakosti dobivamo
drog+a=crog+b
odakle je
b—a
Ty = .
" T d—c

Zbog danih uvjeta jeb—a >0id—c >0 pajeixzy > 0.

No, funkcije p i ¢ ne mogu imati pozitivnu realnu nultocku jer su im svi koeficijenti
pozitivni.

Time smo dobili kontradikciju. Stoga je pretpostavka pogresna Sto znaci da su sve
¢etiri nultocke medusobno razlicite.

Drugo rjesenje.

Skicirajmo grafove danih funkcija u koordinatnom sustavu. Ti grafovi su sukladne
parabole, jer su obje translacije parabole y = x2.

Kako su vrijednosti danih funkcija za sve x > 0 pozitivne, njihove nultocke su negativni
realni brojevi pa obje parabole sijeku negativni dio osi  u dvjema tockama.

Parabola y = 2% + dz + a sijece os y u tocki (0,a), a parabola y = 22 + cz + b u tocki
(0,b). Kako je a < b, prvo sjeciste je ispod drugoga.

Apscisa tjemena parabole y = 22 + dx + a je —5 2 apscisa tjemena parabole y =

c d c
22+ cx + b je 5 Kako je d > ¢, vrijedi —5 < —5 pa se tjeme prve parabole nalazi
lijevo od tjemena druge.
Zakljuc¢ujemo da parabola Cije je tjeme lijevo mora sje¢i os y u nizoj tocki. ()

Pretpostavimo suprotno tvrdnji, da nisu sve ¢etiri nultocke medusobno razli¢ite. To
znaci da promatrane kvadratne funkcije imaju jednu zajednicku nultocku.

Moguca su tri slucaja, ovisno o tome koja je nultocka zajednicka.
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1 bod
U prvom slucaju zajednicka nultocka je manja nultocka obje funkcije. U drugom slucaju
zajednicka nultocka je veca nultocka jedne i manja nultocka druge funkcije. U tre¢em
sluc¢aju zajednicka nultocka je ve¢a nultocka obje funkcije.
Promatrajudi skice vidimo da ni u jednom slu¢aju ne moze biti ispunjeno ().
Stoga je pretpostavka pogresna. Sve Cetiri nultocke su medusobno razlicite. 2 boda

Zadatak A-2.7.

Neka je ABC'D paralelogram i neka je S sjeciste njegovih dijagonala. Simetrala kuta
<JADC raspolavlja duzinu AS i sijece pravac BC u tocki E. Odredi omjere |BE| : |BC|
i |AB|: |BC|.

Rjesenje.

Neka pravac DFE sijece dijagonalu AC u tocki F.

Dijagonale paralelograma se raspolavljaju pa je tocka S poloviste od AC. Kako je
tocka F' poloviste od AS, vrijedi |[AF|: |FC|=1:3. 1 bod

Kutovi <ADEFE i <DEC su sukladni (kutovi uz presje¢nicu DE paralelnih pravaca AD
i CFE), kao i kutovi <AFD i <CFE (vr3ni kutovi)

pa su trokuti ADF i CEF sli¢ni. 1 bod
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To znaci da je |AD| : |CE| = |AF| : |FC| i sada slijedi |CE| = 3|AD|. 1 bod
Kako je ABCD paralelogram, vrijedi |AD| = |BC| pa je |BE| = |EC| — |BC| =

3|BC| — |BC| = 2|BC|, a trazeni omjer |BE|: |BC|=2":1. 3 boda
Takoder, iz <ADFE = <DEC, koristeéi ¢injenicu da je DFE simetrala kuta <ADC, tj.

da je <ADFE = <EDC, zaklju¢ujemo da je <EDC = <DEC 1 bod
pa je trokut DCE jednakokracan i vrijedi |CD| = |CE]. 1 bod
Kako je |AB| = |CD|, a |CE| = 3|AD| = 3|BC/, vidimo da je |AB| = 3|BC|, 2 boda

tj. |AB|: |BC|=3:1.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2012./2013. 13/25



SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
17. sijecnja 2013.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

l—a—»5
Ako je 60 =3, 60° =51z = ﬁ, dokazi da je 12% prirodan broj.
Rjesenje.
Vrijedi @ = logg, 3 1 b = logg, 5. Zato je 1 bod
mzl—a—bzl—log603—log605 1 bod
2(1-10) 2(1 — loggy 5)
1 60
_ 19860 3850 1 bod
_ loggpd  2logg, 2
"~ 2loggy 12 2logg, 12
logg 2
logg, 12 o812 ode
Kona¢no, 12% = 1208122 — 2, 1 bod
Zadatak A-3.2.
5
Ako je (1 +sint)(1 + cost) = 7 odredi sint + cost.
Rjesenje.
Ozna¢imo a = sint + cost. Tada je a®> = 1 + 2sint cost. 1 bod
Raspisivanjem dane jednakosti dobivamo
5
1+ (sint + cost) + sint cost = 7
1—|—a+1(a2—1):§ 2 boda
2 4
Odavde sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu 2a? + 4a — 3 =0
¢ija su rjeSenja
—4+\42+4-3-2 —-24+/1 V1
a= 2;— 502 5 O——lj:TO. 2 boda
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Kako je —1 — @ ~ —2.58 manje od —2, a sint + cost poprima vrijednosti iz intervala

[—\/5, \/ﬂ, ovo rjeSenje treba odbaciti. 1 bod
V10

Zato je jedino rjesenje a = —1 + 5 ~ 0.58.

Zadatak A-3.3.

Koliko uredenih parova prirodnih brojeva (m,n) zadovoljava jednadzbu m? — n? =
22013?

Rjesenje.
Danu jednadzbu moZemo napisati u obliku (m + n)(m — n) = 22013, 1 bod
Promotrimo sustav

m+n=a

m—n=~,

gdje su a i b prirodni brojevi.

Da bi m i n bili prirodni, a i b moraju biti iste parnosti i o¢ito mora biti a > b. Uz te
uvjete sustav ima jedinstveno rjesenje. 2 boda

Polazna jednadzba ekvivalentna je nizu sustava:

m4+n = 22012 22011 22010 21008 21007
{m—n = 2 22 2 .. 21005 21005 2 boda

Svaki od tih sustava ima jedno rjeSenje pa polaznu jednadzbu zadovoljava ukupno 1006
uredenih parova prirodnih brojeva. 1 bod

Zadatak A-3.4.

S kvadratne plo¢e n x n (n > 5) uklonjena su dva disjunktna kvadrata 2 x 2. Moze li

se tako nastala ploca prekriti ploc¢icama oblika LI i | bez preklapanja?
Rjesenje.
Nastala plo¢a ima n-n — 2 -4 = n? — 8 polja. 1 bod

Provjerit ¢emo kada je taj broj djeljiv s 3.
Ako je n djeljiv s 3, onda o¢ito n? — 8 nije djeljivo s 3. 1 bod

Ako n nije djeljiv s 3, lako se vidi da je n? oblika 3k + 1, tj. daje ostatak 1 pri dijeljenju
s 3. Tada n? — 8 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 2. 3 boda

Broj n?—8 nije djeljiv s 3 ni za koji n € N pa se takva ploc¢a ne moze prekriti plo¢icama
koje prekrivaju po tri polja. 1 bod

Napomena: Ako ucenik promatra djeljivost s 3, ali ne dode do nekog zakljucka, treba
mu dati 1 bod.
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Zadatak A-3.5.

Dano je 27 tocaka, rasporedenih u 9 stupaca i 3 retka. Svaka tocka je obojana crveno
ili plavo. Dokazi da postoji pravokutnik kojem su svi vrhovi iste boje.

Rjesenje.
Najprije uoc¢imo da postoji osam nacina da dvjema bojama obojimo tri tocke u jednom

stupcu.

To znaci da moze postojati najvise osam razli¢itih stupaca. Kako ukupno imamo devet
stupaca, medu njima (po Dirichletovom principu) moraju postojati dva jednaka.

Promatrajmo sada samo ta dva stupca.

Ako su stupci jednobojni, onda je svih 6 toc¢aka iste boje i tada ocito postoji trazeni
pravokutnik.

Ako stupci nisu jednobojni, onda su dva retka jedne boje, a treéi redak druge boje.
Pronasli smo cetiri polja iste boje rasporedena u dva retka i dva stupca i te su tocke
vrhovi trazenog pravokutnika.

Zadatak A-3.6.

Izra¢unaj umnozak
1_ cos61° 1_ cos 62° 1_ cos 119°
cos 1° cos2° ) coshH9° )

Uocavamo da su svi faktori istog oblika pa najprije racunamo

Rjesenje.

cos(60° + k°)  cosk® — cos(60° + k°)
B cos k° B cos k°
_ 2sin30°sin(30° + £°)
a cos k°
sin(30° + k°)
cos k°
cos(90° — 30° — k°)
cos k°
cos(60° — £°)
cosk®

1

Dakle,

cos1® cos2° 7 cosbh9°

15—9[ - cos(60° + k°)\  cos59° cos58° cos 1°
cos k° B

k=1

Napomena: Ucenik koji postupak analogan prvom dijelu rjesenja provede samo za neku
konkretnu vrijednost k treba dobiti 5 bodova.
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Zadatak A-3.7.

Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut u kojem je <DAB = <ABC

<CDA =90°. Ako je |AB| = 1, izrac¢unaj opseg ¢etverokuta ABCD.

Prvo rjesenje.

Cetvrti kut danog cetverokuta je <BCD = 30°.
Oznadimo sa F sjeciste pravaca BC' i DA.
Neka je |DE| = x.

C

= 120° 1

Mjere kutova <ABE i <BAFE iznose 60° pa je trokut ABE jednakostranic¢an, te je

|AE| = |BE| = |AB| = 1.

Trokut C'DFE je pravokutan, sa Siljastim kutovima <DCFE = 30° i <CED = 60°.

Stoga je |CE| =2z i |CD| = /3.

Odredimo sada duljine svih stranica ¢etverokuta ABC D:

AB|=1, |BC|=2c -1, |CD|=xV3, [DAl=z—1

Kako je ¢etverokut ABCD tangencijalan, vrijedi |AB| + |CD| = |BC| + |DA]|, tj.

1+2vV3=022—1)+ (z—1),
<3—¢@x:3

3. 343
3-3 2

Opseg cetverokuta ABCD je

pajexr =

|AB| + |BC| + |CD| + |DA| =14 (22 — 1) + 2V3 + (z — 1)

:<3—|—\/§>:U—1
:%(3+¢®2—1
=54 3V3.
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Drugo rjesenje.

Neka je S srediste upisane kruznice i neka su K, L, M, N diralista te kruZnice sa
stranicama (v. sliku).

Pravci AS, BS, CS i DS su simetrale kutova, dok su SK, SL, SM i SN okomiti na

odgovarajuce stranice. 1 bod
Lako se uoc¢avaju parovi sukladnih pravokutnih trokuta: SKB = SLB, SLC = SMC,

SMD=SNDiSNAZ=SKA. 1 bod
Zato je |BL| = |BK|, |AK| = |AN|, |CL| = |CM|i|DM| = |DN|, 1 bod

a opseg Cetverokuta ABCD iznosi

9|AK| + 2| BK| + 2|DN| + 2|CL| = 2(|AB| + |DN| + |CL|) = 2(1 + |DN| + |CL|). 1 bod

Ozna¢imo polumjer upisane kruznice s 7.

Cetverokut SM DN je kvadrat jer ima tri prava kuta i dvije susjedne sukladne stranice,
pa je |[DN| =r. 1 bod

Iz trokuta SLC' s kutom <SCL = 15° dobivamo |CL| = r ctg 15°. 1 bod
Dakle, trazeni opseg je 2(1 +r 4+ rctg15°) = 2 + 2r(1 4 ctg 15°).

Iz jednakostrani¢nog trokuta ABS ¢ija je visina SK polumjer upisane kruZnice,

dobivamo r = |SK| = ? 1 bod

Vrijedi ctg 15° = 2 + /3. 1 bod
Kona¢no, opseg cetverokuta ABCD je

242 (1+ctg15%) =2+ V3 (1+2+ V3) =5+ 3V3. 2 boda
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
17. sijecnja 2013.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.
Odredi sve proste brojeve p i q takve da je p? + 1 takoder prost.

Rjesenje.

Neka su p i ¢ prosti brojevi i neka je p? + 1 prost. Kako je p,q > 2, vrijedi p? + 1 >

p? +1 > p. Stoga je p? + 1 neparni prost broj, a to je mogucée samo ako je p = 2. 2 boda
Ako je ¢ = 2 onda je p? + 1 = 22 + 1 = 5 prost broj, pa je to jedno rjegenje. 1 bod

Inace je ¢ neparan broj, a tada je
PrAl=p@+1) (@ —p+... —p+1)

slozen broj, $to je suprotno pretpostavci. 3 boda

Zadatak A-4.2.

Gornja desna ¢etvrtina Sahovske ploce (dimenzija 8 x 8) je prekrivena papirom. Koliko
najvise topova mozemo postaviti na preostali dio Sahovske ploce tako da se medusobno
ne napadaju? Na koliko nacina se to moze napraviti?

(Dva topa se medusobno napadaju ako se nalaze u istom retku ili u istom stupcu.)
Rjesenje.
O¢ito nije moguce staviti vise od 8 topova jer u svakom retku moze biti najvise jedan. 1 bod

Primjer na slici pokazuje da je osam topova moguce rasporediti na trazeni nacin.

*

1 bod
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Razmotrimo na koje sve na¢ine je to moguée napraviti.

Jasno je da u donjoj polovini plo¢e ne moze biti vise od ¢etiri topa, pa u gornjem dijelu
ploce, dakle u gornjem lijevom dijelu plo¢e moraju biti ¢etiri topa, svaki u svom retku
i stupcu.

U donjoj lijevoj ¢etvrtini plo¢e ne moze biti nijedan top, jer su svi ti stupci ve¢ zauzeti,
pa su jos Cetiri topa u donjoj desnoj cetvrtini.

Cetiri topa na plo¢u 4 x 4 mozemo rasporediti na 4! = 24 nacina.

Naime, u prvom retku top moze biti na bilo kojem od cetiri mjesta. U drugom retku
top ne moze biti u istom stupcu kao prvi top, pa postoje tri moguénosti. U trec¢em
retku su samo jos dva nenapadnuta polja i konac¢no u ¢etvrtom retku ostalo je samo
jedno moguce polje.

Stoga je ukupan broj moguéih rasporeda 24% = 576.

Zadatak A-4.3.

Koliko ima kompleksnih brojeva z koji zadovoljavaju sljedeca dva uvjeta:

|z| =1, Re(2'%) = Im(2*") ?

Prvo rjesenje.

Zbog prvog uvjeta trazeni brojevi su oblika z = cos ¢ + i sin ¢,
a tada drugi uvjet postaje cos(100p) = sin(200¢).

Svako rjeSenje te jednadzbe na intervalu [0, 27) odgovara jednom kompleksnom broju
koji zadovoljava uvjet zadatka.

Dobivenu jednadzbu mozemo pisati u obliku
cos(100p) = 2sin(100¢) cos(100¢p).

Odatle slijedi da je
1
cos(100p) =0  ili sin(100p) = 5
Svaka od tih jednadzbi ima 200 rjeSenja u intervalu [0, 27),

i ta su rjesenja oc¢ito medusobno razlicita.

Stoga postoji ukupno 400 kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju dane uvjete.
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Drugo rjesenje.

Zbog prvog uvjeta trazeni brojevi su oblika z = cos ¢ + i sin p,
a tada drugi uvjet postaje cos(100p) = sin(200¢). 1 bod

Svako rjeSenje te jednadzbe na intervalu [0, 27) odgovara jednom kompleksnom broju
koji zadovoljava uvjet zadatka.

Dobivenu jednadzbu mozemo pisati u obliku

cos (100p) = cos <g — 200(,0) 1 bod
odakle slijedi
1009 = g — 200 + 2k il — 100 = g — 200 + 2kn, za k€. 1 bod
Dakle 300¢ = 7 + 2k ili 100p = § + 2km.
Prva jednadzba ima 300 rjesenja u intervalu [0, 27), a druga 100, 1 bod
i sva su ta rjeSenja medusobno razlicita. 1 bod
Stoga postoji ukupno 400 kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju dane uvjete. 1 bod

Trece rjesenje.

Zbog prvog uvjeta trazeni brojevi su oblika 2z = cos ¢ + i sin ¢,
a tada drugi uvjet postaje
cos(100¢) = sin(200¢). (x) 1 bod

Svako rjeSenje te jednadzbe na intervalu [0, 27) odgovara jednom kompleksnom broju
koji zadovoljava uvjet zadatka.

Skicirajmo grafove y = sin200x i y = cos 100x. Zbog periodi¢nosti, dovoljno ih je
skicirati na intervalu [0 20 >

’ 100
)
17 sin 200x
X
0
14
cos 100z 2 boda

Lako se vidi da se na tom intervalu grafovi sijeku u ¢etiri tocke. 1 bod
Isto se ponavlja ukupno 100 puta na intervalu [0, 27) 1 bod

pa jednadzba (x) ima 400 rjeSenja, odnosno 400 kompleksnih brojeva zadovoljava dane
uvjete. 1 bod
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Zadatak A-4.4.

Igraci A, B i C bacaju kockicu jedan za drugim. Kolika je vjerojatnost da C' dobije
veéi broj nego ostala dva igrac¢a?

Rjesenje.
Neka je D dogadaj "igra¢ C' dobio je veéi broj nego druga dva igrac¢a", i neka je py
vjerojatnost dogadaja D uz uvjet da je igra¢ C' dobio broj k (za k = 1,2,3,4,5,6).
Ako igra¢ C' dobije broj k, onda je njegov broj najveéi ako igra¢i A i B dobiju brojeve
manje od k, dakle neki od brojeva {1,...,k — 1}.
(k—1)?

36
Konac¢no, trazena vjerojatnost iznosi

1 1 1 1 1 1

- - - - = - 1 bod
6p1+6p2+6p3+6p4+6p5+6p6 0

Ta vjerojatnost iznosi py = 4 boda

pa uvrstavanjem dobivamo

1 1/0 1 4 9 16 25
—(itptpstpatpstpe) = | rt ottt oot o

6 6\36 36 36 36 36 36
O+1+4+9+16+25 55
= = —. 1 bod
6 - 36 216
Napomena: Ucenik koji odredi samo neke od vjerojatnosti py treba dobiti:
3 boda ako je odredio sve osim jedne vjerojatnosti;
2 boda ako je odredio barem dvije vjerojatnosti i pritom barem jednu od ps, ps, ps;
1 bod ako je odredio barem jednu od vjerojatnosti p3, p4, ps ili obje py i pe.
Zadatak A-4.5.
Odredi sve prirodne brojeve n za koje vrijedi
2" - (n!)? < (2n)!.
Rjesenje.
Uvrstimo n = 1. Lijeva strana je 2' - (1!)> = 2, a desna (2-1)! = 2 pan = 1 ne
zadovoljava tu nejednakost. 1 bod
Uvrstimo n = 2. Lijeva strana je 2% (2!)? = 4-4 = 16, a desna (2-2)! = 4! = 24. Kako
je 16 < 24, broj n = 2 zadovoljava danu nejednakost. 1 bod
Indukcijom ¢emo dokazati da nejednakost vrijedi za sve n > 2.
Bazu smo provjerili (n = 2).
Pretpostavimo da za neki n > 2 vrijedi (2n)! > 2" - (n!)?. () 1 bod

Tada je 2(n+ 1)) =(2n+2)2n+1)- 2n)! > 2n+2)(2n+ 1) - 2" - (n!)2.
Dalje je

2n+2)2n+1)-2"-(n)? =2(n+1)(2n+1)-2"-n!-n! = 2" (n+1)l-n!- (2n+1).
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Kako je 2n+ 1 > n + 1 za sve prirodne n, taj je izraz veéi od 2" - ((n + 1)!)?,

¢ime smo dokazali da je (uz pretpostavku da za n vrijedi (x))

2(n+1)! > 2" (n4 1)), 2 boda

Sada po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da dana nejednakost vrijedi za
sve prirodne brojeve n > 2. 1 bod

Zadatak A-4.6.

Sva Cetiri sjecista parabole y = 2% + px + ¢ i pravaca y = v i y = 2 nalaze se u prvom
kvadrantu. Uoc¢imo dva dijela parabole koja leze izmedu tih pravaca. Dokazi da razlika
duljina njihovih ortogonalnih projekcija na os x iznosi 1.

Prvo rjesenje.

. — o — — — — — —

xr3 X1 Z2 T4 T

Apscise (z-koordinate) presjeka pravca y = z i dane parabole su rjeSenja jednadzbe

P+ (p-Dz+q=0. 1 bod

Apscise presjeka pravca y = 2x i dane parabole su rjeSenja jednadzbe

2+ (p—2)z+q=0. 1 bod
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Neka su rjesenja prve jednadzbe x1 i x5 (0 < 27 < z3), a rjeSenja druge jednadzbe x3 i
Xy (0 < T3 < .1'4).

Duljina ortogonalne projekcije prvog dijela parabole je x1 — x3, a duljina ortogonalne

projekcije drugog dijela x4 — . 2 boda
Razlika njihovih duljina je |(x; — 23) — (24 — x2)| = [(x1 + 22) — (23 + x4)|. 2 boda
Prema Viéteovim formulama je 1 + 2o =1 —pixzg+ x4 =2 — p. 2 boda
Stoga je trazena razlika |(1 —p) — (2 —p)| = L. 2 boda

Drugo rjesenje.

Apscise (z-koordinate) presjeka pravca y = z i dane parabole su rjeSenja jednadzbe

2+ (p— 1)z +q=0. 1 bod

1—p— —1)2 -4 1— —1)2 -4

p- V12— dg . o 1opt V)T dg ! bod
2 2

Apscise presjeka pravca y = 2x i dane parabole su rjeSenja jednadzbe

Tosu z; =

2+ (p—2)x+q=0. 1 bod

—p—/p-27- 2—p+/(p—27 -1
2—p (5 20 —4g,  _2-p+ <12? -4 1 bod

Ortogonalna projekcija prvog dijela parabole na os x omedena je tockama s apscisama
x3 1 x1 pa je njena duljina

To su z3 =

l—p—y/(p—12-4¢ 2-p—+/(p—2)°*—4q
2 2

= (V2P a1 ). 2 boda

Tr1 — X3 =

Ortogonalna projekcija drugog dijela parabole na os x omedena je tockama s apscisama
2o 1 x4 pa je njena duljina

2-p+/(p—22—-4g 1-p++(p—1)0°—4q
2 2

Ty — T2 =

=S (14 V=2l V- 12— ). 2 boda

Razlika duljina ortogonalnih projekcija tih dvaju dijelova parabole je

(1 Vo T VTt - 5 (1 V2 - VG- 1)

:‘%(—1—1)‘:1. 2 boda
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Zadatak A-4.7.
Odredi sve prirodne brojeve n takve da je log, (3" + 7) takoder prirodan broj.

Rjesenje.
Neka je dani izraz jednak m. Umjesto log, (3" + 7) = m moZemo pisati

34T =2m (%)

Izraz na lijevoj strani ove jednakosti pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1.

Potencije broja 2 daju naizmjenice ostatke 2 i 1 pri dijeljenju s 3. Ostatak pri dijeljenju
broja 2™ s 3 je jednak 1 ako i samo ako je broj m paran.

Stoga m mora biti paran broj.

Stavimo m = 2m;. Tada je 3" + 7 = 4™.

Broj na desnoj strani ove jednakosti je djeljiv s 4.

Broj 3™ daje naizmjenice ostatke 3 i 1 pri dijeljenju s 4,

a kako tom broju dodajemo 7, zaklju¢ujemo da n mora biti paran broj.
Neka je n = 2n;.

Treba odrediti prirodne brojeve my, ny, tako da vrijedi 3°™ + 7 = 2™ odnosno

(2™ — 3m) (2™ 4 3M) = 7.

Izraz u prvoj zagradi je manji od izraza u drugoj zagradi.
Izraz u drugoj zagradi je ocito pozitivan, pa i izraz u prvoj zagradi mora biti pozitivan.

Kako je 7 prost broj, jedina je moguénost

2m —3M =1, 2m 43 =1
Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo 2 - 2™ = 8, pa je m; = 2,
a njihovim oduzimanjem 2 - 3" = 6, pa je ny = 1.

Rjesenje jednadzbe (x) je m =4, n = 2.

Jedini prirodni broj n za koji je dani izraz prirodan broj je n = 2.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2012./2013.

1 bod
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2 boda

1 bod

2 boda

1 bod

1 bod
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